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1 Lineare Algebra

1.1 Matrizen

1.1.1 Welcher Zusammenhang besteht zwischen linearen Abbildun-
gen und Matrizen?

Jede lineare Abbildung ist eindeutig durch eine Matrix bestimmt und umge-
kehrt. Es besteht also eine Bijektion zwischen beiden.

Beziiglich fest gewihlter Basen By = {vi,...,v,} und Bw = {wi,.....,wn}
wird durch jede m x n-Matrix A = (a;) eine lineare Abbildung fa4 : V — W
definiert, wobei gilt:

m

140" wd) =3 (Y awwn) @)

i=1 k=1

Wie erhalte ich die Matrix A?

Die Vorgabe von A entspricht der Vorgabe der Bilder der Basisvektoren von V
und zwar sind diese Bilder (genauer ihre Koordinatenvektoren bzgl. der Basis
in W) gerade die Spalten von A.

1.1.2 Die Bedeutung einer linearen Abbildung:

Es seien V und W Vektorrdume tiber dem Korper K. Dann heift eine Abbildung
¢ : V. — W eine lineare Abbildung oder ein Vektorraum-Homomorphismus,
wenn gilt:

ple+y) =) +oy)Va,yeV
und

plaz) = ap(z)Vae K;Vr eV

Ist V = W, so nennt man ¢ einen Endomorphismus von V, ist ¢ bijektiv, so
nennt man ¢ einen Isomorphismus.

1.1.3 Sie haben eine lineare Abbildung von f: V — W. Was steht
dann in der Matrix?

In den Spalten und in den Zeilen stehen die linear unabhéngigen Basisvektoren.
Spalte: Bilder der Basisvektoren von V
Zeile:  Bilder der Basisvektoren von W

1.1.4 Wie dndert sich die Matrix, wenn sich die Basis éindert?

Es dndern sich die Koordinatendarstellungen der Vektoren.
Koordinatenumrechnung durch regulire Matrix C bzw. D.

Jeder Vektor der neuen Basis ist ja eine Linearkombination der Vektoren der
alten Basis:

By
—_ — n
By = {01, ...y} = Vi = MQ;S
i=1
Cik
Es ist also : der Koordinatenvektor von V. beziiglich der alten Ba-
ek g,
sis.
= Matrix C
InWorten:

Man stellt die neuen Basisvektoren als Linearkombination zu den Vektoren zur
alten Basis dar, und trégt die Koeffizienten als Spalten in eine Matrix C ein.

neue Matrix M = AC bei Basiswechsel in V
neue Matrix A = D' A bei Basiswechsel in W
beides: A= D~'AC

1.1.5 Was sind reguliire Matrizen?

Die Matrix A € M,(K) heifit reguldr, wenn sie beziiglich Multiplikation in-
vertierbar ist, d.h. wenn eine Matrix A~! existiert mit A=A = E, = A4~
Andernfalls heift A singuldr. Die reguliren Matrizen aus M, (K) bilden die
sogenannte “allgemeine lineare Gruppe” Gl(n, K).

- gehdren zu den universell und eindeutig l6sbaren Gleichungssystemen

- A€ My(K) ist regulir < f4 ist bijektiv & rgA=n

- wenn Az = b reguléir und inverse Matrix A~! bekannt, so ist die Losung
z = A1h.

- quadratische Matrix

-det #0

Da der Rang rg A=n ist, sind alle Positionen auf der Hauptdiagonalen besetzt.
(Det. = Produkt der Hauptdiagonalen!)




1.1.6 Charakteristisches Polynom:

charakteristisches Polynom: det(Al — A)

Zunéchst:

Vektor z = ﬁ W H_ ist ein Eigenvektor der Matrix A = ﬁ ,W IoH H_ zum Eigen-
3 0 1 3

wert A = 3, denn Az = ﬁ 8 1 % ﬁ 2 % = ﬁ 6 % =3z = \z.

Um die Eigenwerte einer n x n-Matrix A zu bestimmen, schreiben wir die Glei-
chung Az = Az als Az = Az oder dquivalent dazu (\] — A)z = 0.

Damit A ein Eigenwert von A ist, muff die Gleichung eine nicht-triviale Losung
besitzen. = det(AT — A) = 0.

Diese Gleichung heifit charakteristische Gleichung von A, ihre Losung sind die
Eigenwerte von A. Entwickelt man det(AI — A), so ergibt sich ein Polynom in
A, das als charakteristisches Polynom von A bezeichnet wird.

1.1.7 Wie diagonalisiert man eine Matrix?

Eine quadratische Matrix A heifit diagonalisierbar, wenn eine invertierbare Ma-
trix P existiert, sodass P~ AP Diagonalgestalt hat. Man sagt dann: Die Matrix
P diagonalisiert A.

dquivalente Aussagen:
- A ist diagonalisierbar < A hat n linear unabhingige Eigenvektoren

Mochte man nur feststellen, ob diagonalisierbar:
Die Dimension des Eigenraums jeder Nullstelle mufs gleich der Vielfachheit die-
ser Nullstelle sein.

diagonalisierbar:

knf o_l%;\/lu 0 an»nL

-6 A+1

charakteristisches Polynom

Nullstellen bei 1 und -1.

1 0

—1 —
P ‘%|T )

= ol
[l ==}
—

nicht diagonalisierbar:

Ho y\u o
=[] [P0 e

Es liegt eine zweifache Nullstelle bei 1 vor, die Dimension des Eigenraumes
ist aber nur einfach = Matrix A ist folglich nicht diagonalisierbar.

1.1.8 Gebrauch von Matrizen bei linearen Gleichungssystemen:
ein lineares Gleichungssystem hat folgende Form:

erweiterte Matriz

—_——
T+ x2 + 203 =9 _‘H 1 2 wl_
2z + 4w —3x3 =1 — als Matriz | 2 4 -3 1
3z1 + 622 — 523 =0 _yw 6 —5 o_

Ziel ist es nun die Matrix in eine einfache Form zu bringen—mittels elementa-
rer Zeilenumformungen und Gauf-Algorithmus auf normierte Zeilenstufenform
bringen.

Oder:

Man invertiert die Matrix, da gilt: A%z = b so gilt dann: x = A~ xb.

1.1.9 Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen:

Ein LGS (lineares Gleichungssystem) ist genau dann l6sbar, wenn gilt:

rgA = rg(A,b)
———
erweiterte Matriz
In Worten:
Der Rang der Matrix ist gleich dem Rang der erweiterten Matrix.

Spezialfille:

Sei A € M(;ynk) und b € K™ mit rgA = rg(A,b).

a) rgA = n & fa ist injektiv <& Az = b ist eindeutig l6sbar — nur wenn
n<m

b) rgA =m < [y ist surjektiv < Az = b ist universell 1sbar — nur wenn
n>m

1.1.10 Rangbestimmung einer Matrix:

Es gilt folgende Beziehung:

rgA = Anzahl linear unabhingiger Zeilen-/Spaltenvektoren.

Mit Hilfe der elementaren Zeilenumformungen, die den Rang nicht veréndern,
laft sich die Matrix auf eine Zeilen-Stufenform bringen. Man kann dann den
Rang aus dieser Matrix ablesen. (Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen!)

1.1.11 Elementare Zeilenumformungen:

1) Multiplikation einer Zeile mit einer von Null verschiedenen Konstanten

2) Vertauschen von zwei Zeilen

3) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile (keine Anderung
des Ranges)

10




1.1.12 Normierte Zeilenstufenform:

...Ist das Resultat des Gauf-Eliminationsverfahrens.

001 = 0 = 0 .. 0 % ... *
1 = 0 0
A= 1 0 *
1
- nur l-en auf der Diagonalen
- die erste Zeile kann links Nullen haben, muf aber nicht
- jede Zeile hat links mindestens eine Null mehr als die dariiber
- die letzten Zeilen kénnen auch nur aus Nullen bestehen

1.1.13 Gauf-Elimination:

Lésungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme.
Durch elementare Zeilenumformungen wird die Matrix in Dreiecksform /Zeilenstufenform

gebracht.
Beispiel:
2z7 4z =3
—dz, =4
Durch Riickeinsetzen: zo = —1; 3 = 2

1.1.14 Welche Moglichkeiten gibt es eine Matrix zu invertieren?

Gibt es fiir eine n x n-Matrix A eine Matrix B mit AB = E,,, heifit B die Inverse
m A= B=A"1

AA' = A"'A=E,

a) Berechnung mit dem GauR-Algorithmus: (fiir Matrizen >3 x 3) mit r =n
1. Man schreibt die n X n-Einheitsmatrix rechts neben die Matrix A

2. Durch Umformungen des Gauf-Alg. wird aus der Matrix A die Einheitsma-
trix B, gemacht. Dabei werden alle Umformungen auch mit der Matrix auf der
rechten Seite vorgenommen.

3. Danach steht auf der rechten Seite A=,

(A] En) = (Ea|AT")

Die Zeilenumformungen kénnen durch Linksmultiplikation von Transformati-
onsmatrizen realisiert werden

T(En | A) = (T |TA) = (T| En)

Somit entspricht T der Inversenmatrix zu A.

b) Berechnung nach Laplace:
Es sei A € Gl(n,K). Dann gilt:

1
T detA

At chi det m;vq

11

z.B. fiir: .
a bl 1 d -b
c d Tad-bc| —¢ a
1.1.15 Definition der Determinante:

Sei A eine quadratische Matrix. Wir bezeichnen die Determinantenfunktion
mit det, wobei wir det(A) als Summe aller vorzeichenbehafteter elementaren
Produkte aus A definieren. Die so berechnete Zahl nennen wir Determinante
von A. Die Determinante einer Matrix A € M, (K) ist definiert als:

MU O(T) - Qyr(1)  veoe * A (n)

TESn

Zu dieser Formel— Erkldrung und Definition von Signum:
Es wird also eine Summe gebildet, sodass aus jeder Zeile und Spalte genau
ein Element ausgewihlt wird. Dabei werden alle moglichen Kombinationen
(oder besser Permutationen) beriicksichtigt. Zusitzlich wird das Signum der
entsprechenden Permutation berechnet.

(S, ist eine Permutationsgruppe)

Signum o(7) einer Permutation 7 € S,,:

I “2"0cr1y

@4 —
1<i<j<n J

Das Signum bildet also aus der Menge der Permutationen in die Menge {-1,1}
ab.

1.1.16 Permutation:

Eine Permutation der Menge {1,2, ..., n} ist eine Anordnung dieser Zahlen ohne
Auslassungen oder Wiederholungen.

z.B.

Es gibt sechs verschiedene Permutationen der Menge {1,2,3}, nimlich

=siehe auch Permutationsbaum

1.1.17 Eigenschaften einer Determinante:

1) det E, = 1

2) det A = 0, wenn A mindestens eine Nullzeile enthélt

3) det A =0, wenn A zwei gleiche Zeilen enthélt

4) det B = Adet A, wenn B dadurch entsteht, dass man eine Zeile in A mit A
multipliziert

5) Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, so gilt: det B = —det A
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6) Entsteht B aus A durch Addition einer mit A multiplizierten Zeile, so gilt:
det B = detA

charakterisierende Eigenschaft der Determinante sind die elementaren Zeilenum-
formungen.
1.1.18 Berechnung der Determinante:

n=1:detA=a

:Hm“ mo; M: “E % HEES\@E:SHvINEE&mﬁobm_o\%owoc&wmozm_o
21 a2

n = 3 : Merkregel von Sarrus:

aj;  arp a3

det | a»  ax axz | = a11022a33+012023031+013021 32— Q13022031 —A11023032 — 12021033
azy  Gz2 asg

Die ersten beiden Spalten nochmal rechts daneben schreiben und die Diagonalen

bilden:

N N N A S

n:/n_ dyy | 4 gy
Y .\\\..

ay a1 a a1 an

Berechnung mit Gauf:
Matrix auf Dreiecksform bringen, dann ist det A = dem Produkt der Hauptdia-
gonalen (a1 * a2 * ... * Anym ).

1.1.19 Laplace-Entwicklung (Determinante):

Im folgenden sei A;;, die Matrix, die entsteht, wenn man in A die i-te Zeile und
k-te Spalte streicht. Dann gilt:

det A= (~1)""*ay det Ay,

k=1

Man nennt dies die Laplaceentwicklung von det A nach der i-ten Zeile und ent-
sprechend gilt fiir die Laplaceentwicklung nach der k-ten Spalte:

:
det A =3 (=1)"*"Fay det Ay

i=1
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1.1.20 Was ist die Cramersche Regel?

Sie liefert eine Moglichkeit, die Losungen eines Systems von n Gleichungen mit
n Unbekannten zu untersuchen.

Ein lineares System Az = b von n Gleichungen und n Unbekannten mit det(A) #
0 (und m = n) ist eindeutig 16sbar. Die Losung ist gegeben durch

 det(4,) det(As)  det(4,)

T det(@) 7T det(A) T T det(A)

1

wobei die Matrix A; dadurch entsteht, dass die j-te Spalte von A durch

ersetzt wird.
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1.2 Halbgruppen, Gruppen, Ringe, Kérper

1.2.1 Was sind Halbgruppen?

Gegeben ist eine nichtleere Menge M # () mit einer Komposition . Dann heifit
(M, %)

Halbgruppe wenn gilt: * ist assoziativ. — z.B. (N, +)

Monoid wenn gilt (M, %) ist eine Halbgruppe und zudem existiert ein neutrales
Element e. — z.B. (N, +)

Gruppe wenn (M, *) ein Monoid ist und es zu jedem Element z € M ein ein-
deutiges Element z~! gibt, sodass gilt:

Ist die Verkniipfung * kommutativ, so spricht man von abelscher Gruppe. —
z.B. (Z,+)

1.2.2 Was ist ein Ring/Korper?
Ring:

Ein Ring (R, +, -) ist eine nichtleere Menge R mit zwei Operationen + (Additi-
on) und -(Multiplikation) fiir die gilt:

R1: (R, +) ist eine abelsche Gruppe
R2: (R,-) ist eine Halbgruppe
R3: Es gelten die Distributivgesetze:

) o xly+z) =y +az
Va.y,z € R: ﬁ (z+y)z=z2+yz
Das neutrale Element beziiglich der Addition wird Nullelement genannt.
Ist (R,-) ein Monoid, so nennt man das neutrale Element der Multiplikation
Einselement.
Korper
Ein Ring R heifit Korper, wenn gilt:

R4: (R \ {0}, ) ist eine abelsche Gruppe
in Worten:

Ein Korper ist ein Ring, wobei die von Null verschiedenen Elemente eine kom-
mutative (=abelsche) Gruppe bilden.

Beispiele:
Mit der gewShnlichen Addition und Multiplikation ist Z ein Ring und @ und R
sind Korper.

1.2.3 Warum ist ein Kérper immer nullteilerfrei?

Weil (R \ {0}, -) eine abelsche Gruppe ist und daher fiir zwei beliebige =,y € R
gilt:
zy € R\ {0}

Es gibt also keine von Null verschiedenen Elemente, die auf die Null abbilden.

1.2.4 Homomorphismus:

Sei (M, o) eine Halbgruppe und (N, %) eine Menge mit Verkniipfung.
Dann heifst eine Abbildung f : M — N Halbgruppenhomomorphismus, wenn
gilt:

VayeM: f(zoy) = f(a)* f(y)

Monoidhomomorphismus:

Seien (M, o) und (N, ) Monoide mit den neutralen Elementen ey und ey .
Dann heifit eine Abbildung f : M — N Monoidhomomorphismus, wenn gilt:
f ist Halbgruppenhomomorphismus und f(ey) = en

Gruppenhomomorphismus:

Sind (M, o) und (N, *) Gruppen, so heift eine Abbildung f : M — N Grup-
penhomomorphismus, wenn gilt:
f ist ein Monoidhomomorphismus und Vz € M : f(z~1) = (f(z))!

Beispiele:
fa+y)=2@+y) =220+2y = f(2) + f(y)
1.2.5 Was ist ein Normalteiler?

Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G, so heifit U Normalteiler,
wenn gilt:

VaeG: aU =Ua

Ein Schnellerkennungsprogramm fiir Normalteiler sieht wie folgt aus:
Ya€G: ala ' CU

1.2.6 Was ist ein Nullteiler?

Wenn das Produkt zweier von Null verschiedener Elemente das Nullelement ist!
Also:
aob=0fira#0,b#0
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1.2.7 Erster Isomorphiesatz fiir Halbgruppen:

Seien M,N Halbgruppen und sei f : M — N ein Halbgruppenhomomorphismus.
Dann wird durch
TRy & f(z)=f(y)Vaz,y € M)

eine Kongruenz definiert (die durch f induzierte Kongruenz oder auch induzierte
Kongruenz zu einer Abbildung), f(M) ist isomorph zu M/R und zwar existiert
genau ein Isomorphismus

h: M/Rw— f(M)

1.2.8 Welche Kongruenz (auRer der von f induzierten) kennen Sie
noch?

Reeskongruenz
Sei M Halbgruppe und H Ideal, dann ist Ry & z,y € H Vz =y

1.2.9 Isomorphiesatz fiir Gruppen:
Seien (G, ) und (H,+) Gruppen und f: G — H ein Homomorphismus, so gilt:
G/ker f = f(G)

Das Bild des Homomorphismus ist also isomorph zur Faktorgruppe des Kerns
der Abbildung.

1.2.10 Kongruenz

Sei (M, -) eine Halbgruppe und R eine Aquivalenzrelation auf M
R heifit Linkskongruenz & Vz,2',y € M (zRz' = yxRyz')

R heifit Rechtskongruenz :& Vz,2',y € M (zRz' = zyRz'y)
R heifit Kongruenz :<> R ist links- und rechtskongruent

1.2.11 Faktorhalbgruppe:

Sei (M, -) eine Halbgruppe und R eine Kongruenz auf M. Dann bildet M/R, die
Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich R, mit der durch

R(z) - R(y) := R(zy)Vw,ye M

definierten Verkniipfung wieder eine Halbgruppe, die Faktorgruppe von M nach
R.
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1.2.12 Faktorgruppe

Hat man eine Gruppe (G, -) und U ist ein Normalteiler, so kann man die soge-
nannte Faktorgruppe G /U bilden:

GJ)U ={aU | a € G}
Mit der folgenden Verkniipfung bildet G /U tatséchlich eine Gruppe:

zU - yU = (zy)U

1.2.13 freie Halbgruppe:

Sei E # 0; im folgenden wird E Alphabet genannt und die Elemente nennen
wir Buchstaben. Ein Wort (der Linge n > 1) ist eine Sequenz aus n Buch-
staben. F(E) bezeichne die Menge aller Worter mit Buchstaben aus E. Durch
Hintereinanderschreiben (Konkatenation) der Wérter wird eine Verkniipfung
definiert:

(Z1..Tm) - (Y1-Yn) = T1Z2.TmY1Y2-.Yn
(F(E),-) heift die freie Halbgruppe iiber E.
1.2.14 Was ist Z/nZ?

(— Restklassenring modulo n)
Mit der Addition (Z/nZ,+) handelt es sich um eine abelsche gruppe.
Wenn n eine Primzahl ist, dann ist Z/nZ ein Korper.
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1.2.15 Warum ist Z/nZ nur ein Kérper, wenn n eine Primzahl ist?

Da (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe ist, miissen wir uns noch fragen, wann
(Z/nZ,) eine Gruppe ist. Damit (Z/nZ,-) eine Gruppe ist, muff gelten, dass
Gleichungen eindeutig l6sbar sind. So hat die Gleichung @+ = b in (Z/nZ, +)
immer eine eindeutige Losung, nimlich T = b — a@. Es gibt jedoch Beispiele fiir
die eine solche Gleichung keine Losung hat. So z.B. die Gleichung 27 = 3 in
(z2/6Z,-).

Wir miissen uns also die Frage stellen, wann denn die Gleichung @- 7 = b eine
Losung hat. Zuerst stellen wir fest, dass folgende Aquivalenz gilt:

dz€Z/nZ:a-T=b<e dz,y€Z: az+ny=1%

Fragestellung:

Welche b € Z lassen sich in der Form b = az + ny mit z,y,a,n € Z darstellen?
Das sind die Vielfachen des ggT von a und n. Nach dem Lemma von Bezout
gilt némlich, dass wenn d der ggT von a und n ist, sich d darstellen 1dft als

99T (a,n) =d = ax + ny
Also lassen sich auch Vielfache des ggT in dieser Form darstellen, wegen:

m-d=m(ax + ny) = a mz +n my
BN
ez oz
Demnach besitzt doch az + ny = b eine Lésung, wenn der ggT von a und n ein
Teiler von b ist, also ggT (a,n) | b oder anders gesagt, wenn b ein Vielfaches des
ggT von a und n ist. Die Gleichung besitzt also immer eine eindeutige Losung
fiir ggT'(a,n) = 1. Und dies ist immer der Fall, wenn n eine Primzahl ist.
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1.3 Ordnungsstrukturen, Verbinde und boolsche Algebra
1.3.1 Halbordnung/ Ordnung
Sei M # () und R eine Relation auf M.

R heifst
- reflexiv i< (z,z) € RVz € M

- symmetrisch : & ((z,y) € R = (y,z) € R)Vz,ye M
- transitiv :&  ((z,y) € Rund (y,z) € R = (x,2) € R)Vz,y,z€ M
- antisymmetrisch < ((z,y) € Rund (y,z) € R = z=y)Vz,y e M

Die zu R inverse Relation R™! ist definiert durch

R ={(y.9)|(z,y) €R, v,y € M}

a) R heifit eine Halbordnung (oder partielle Ordnung) auf M :& R ist reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv.
(M, R) wird dann eine halbgeordnete Menge oder kurz Halbordnung genannt.

Beispiel:
Auf N wird durch die Teilerrelation z|y < y = kz fiir ein k € N eine Halbord-
nung definiert.

b) Zwei Elemente z und y aus M heifen vergleichbar, wenn (z,y) € R oder
(y,z) € R gilt. Eine Halbordnung heift Ordnung oder genauer totale Ordnung,
wenn je zwei verschiedene Elemente von M vergleichbar sind.

1.3.2 Hasse-Diagramme:

Ein Hasse Diagramm einer Ordnung ist die graphische Darstellung einer Ord-
nungsrelation in einer endlichen Menge M.

Fiir jedes Element in M zeichnet man einen Punkt und markiert ihn mit dem zu-
geordneten Element. Die Punkte a,b werden nur genau dann durch eine Strecke
verbunden, wenn a,b vergleichbar und benachbart sind.

Wenn a < b — b ist oberer Nachbar von a (nur wenn es kein c: a < ¢ <b
gibt), dann ist b oberhalb von a zu zeichnen.

1.3.3 Wann heift ein Verband distributiv?
Ein Verband (V, <) heift distributiv, wenn gilt:

zA(yVz)=(@Ay)V(zAz)

Vo2 €V ﬁ zV(yAz)=(xzVy A(zVz)
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1.3.4 Wann heift ein Verband modular?

Ein Verband (V, <) heift modular, wenn gilt:
Vo,y,z€V Az <z :zV(yAz)=(@Vy Az

1.3.5 Wann heift ein Verband komplementér?

Ein Verband (V, <) heift komplementir, wenn es zu jedem z ¢V mindestens ein
y eV gibt, sodass gilt:
zANy=0AzVy=1

1.3.6 Geben Sie alle Verbinde mit 5 Elementen an!

Ay

1-3) sind distributiv und modular, nicht komplementir

4) N5 : nicht distributiv, nicht modular (da nicht immer z < z), komplementér
Die fehlende Distributivitét wird bezeugt durch:

z=sA(yVz)#£@Ay)V(@eAz)=2z
5) Ms : nicht distributiv, modular, komplementér
Die fehlende Distributivitdt wird bezeugt durch:
z=zA(yVz)#@Ay)V(@Az)=0
1.3.7 Warum ist keiner ein boolscher Verband (oder: Def. boolscher
Verband)?

Ein Verband (V, <) heift boolesch, wenn V' zugleich distributiv und komple-
mentér ist.
Hierzu der Satz von Stone (nichste Frage)
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1.3.8 Satz von Stone:

auch: Anzahlsatz fiir boolesche Verbinde
Jeder boolesche Verband (V, <) ist isomorph zu einem Potenzmengenverband
(Pay, ©), wobei A die Menge der Atome ist. Es gilt:

A

=n,n€ Ny = NUT»VHMz

Also gilt:

V| =2", ne No,

wobei n die Anzahl der Atome ist.

Durch Konkatenation der Atome eines booleschen Verbandes erhilt man den
Potenzmengenverband.

1.3.9 Was versteht man unter Atomen?

Besitzt (V, <) ein kleinstes Element, so heifen die oberen Nachbarn hiervon
Atome.

1.3.10 Unterschied zwischen Verband und boolescher Verband:

Verband:

Eine Halbordnung (M, <) heift Verband, wenn zu je zwei Elementen a,b ein
kleinstes gemeinsames Oberelement gibt (Supremum a U b), sowie ein groRtes
gemeinsames Unterelement, das Infimum a M b.

Supremum {z |z € M Az >aNz > b}

Infimum {z |z € M Az <aAz<b}

boolescher Verband:
Ein Verband (V, <) heift boolesch, wenn V zugleich distributiv und komple-
mentér ist. Ein boolescher Verband enthilt 2" Elemente.

1.3.11 Wie kann man eine boolesche Algebra charakterisieren?

— ist ein endlicher Verband

Axiome einer booleschen Algebra:
- Assoziativgesetz fiir A und Vv

- Kommutativgesetz

- Absorptionsgesetz

- Distributivgesetz

- Eigenschaften von 0 und 1

- Eigenschaften des Komplements

Eine boolesche Algebra ist eine Menge von Elementen, fiir die zwei zweistel-
lige Operationen A,V und eine einstellige Operation ' erklért sind.
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Man kann eine boolesche Algebra {iber das kartesische Produkt definieren.

B bezeichne den kleinsten booleschen Verband (boolesche Algebra) mit den Ele-
menten 0 und 1.

Der boolesche Verband mit 2" Elementen ist kartesisches Produkt von n Ex-
emplaren B und 1ift sich demgeméf explizit angeben als Menge der n-stelligen
0-1-Sequenzen

Supremum: durch koordinatenweise Addition

Infimum: durch koordinatenweise Multiplikation

1.3.12 S-Summe (Bool-Summe/ Bool-Produkt):

S-Summe entspricht der Bool-Summe

+,_J 0 fallsa=b=0 )
ag wlﬁ 1 sonst (fra,be{0,1})
+
B 01
0 0]1
1 1)1

[0]
0]
1]0]1

.E

aANb=abundaVb=a b

+
S
1.3.13 Wie kann man einen booleschen Verband konstruieren?
Boolescher Verband B={0,1}

aus B liRt sich jeder endliche Boolesche Verband mit mehr als einem lement
konstruieren. Unter B™, n > 1 verstehen wir das n-fache kartesische Produkt

von B mit sich selbst, m\.r. die Menge der n-stelligen 0-1-Folgen, versehen mit
koordinatenweiser Multiplikation und boolescher Addition, d.h.

(@15 .0y @) A (b1y ey bn). = (@1, ey @) - (b1, ooy b)) == (@11, ooy Gby),

(a1, ..y @n) V (b1y s bn). = (a1, ..., an) .W. (b1s e bp) = (a1 M bioan g br)

mit a;, b; € {0,1}
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1.3.14 Was wissen Sie iiber Boolfunktionen?

Unter einer Boolfunktion verstehen wir eine Abbildung f : B™ — B™ mit
m,n € N.

Eine Abbildung f: B™ — B bezeichnen wir als Schaltfunktion und die Menge
{z |z € B" A f(z) = 1} heiRt die Einsmenge der Schaltfunktion.

Konkret wird eine solche Boolfunktion dann von einem Schaltwerk (z.B. albad-
dierer) geliefert, das jedem Input einen entsprechenden Output zuordnet.

Es gibt (fiir n=1):

[ Funktionswerte
Variablenwerte 0 | 0 0 1 1
1| 0 1 0 1
Bezeichnung der Funktion i 0 Nullfunktion | x Identitit | T Komplement | 1 Einsfunktion
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1.4 ggT-Berechnung
1.4.1 Euklidischer Algorithmus zur ggT-Berechnung:
Bestimmung des ggT zweier ganzer Zahlen:
Seien a,n € Z und a # 0.
Setze 79 := a und r; := |n| und bestimme 7r44o fiir & > 0 durch Division
mit Rest, solange r.+1 # 0, d.h.
Th = qkTh+1 + Thez mit 0 < rpyo < Tpga
Ist ry # 0 und ryq = 0, so ist 7y, = ggT(a,n).

z.B.
99T (91,133)

133 =91%1+42
91=42%2+47
42="T7%6

Also ist ggT'(91,133) = 7.

1.4.2 Beweis des Euklidischen Algorithmus:

Die Division mit Rest liefert eine Kette von Gleichungen
(0) 1o = qory + 12
() ri=qr2 +73

(-1) 711 = Gr—1Tm + Fmi1
(M) rm = gmPm+1,

die notwendig nach endlich vielen Schritten abbricht.

Durchlduft man diese Kette von unten nach oben, so sicht man, dass 7,41 Teiler
von o, Typ—1 w.s.w. und schlieflich von 7y = n und r¢ = a ist.

Durchlduft man sie von oben nach unten, so zeigt sich, dass ein beliebiger ge-
meinsamer Teiler von a und n auch rp, r3 u.s.w. und schlieflich ry, ;1 teilt.

Also ist d := ry4+1 der ggT von a und n.

1.4.3 Lemma von Bezout

Siehe auch 1.2.15
Das Lemma von Bezout besagt, dass wenn d der ggT von a,n € Z ist, zwei
ganze Zahlen z,y € Z existieren mit:

99T (a,n) =d = az + ny

Der ggT léft sich also als Linearkombination von a und n schreiben.
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1.5 Kombinatorik
1.5.1 Was wissen Sie iiber Binomialkoeffizienten?
Fiir n,k € Ny ist definiert
k )
n n—i+1
(%)==
i=1

die Binomialkoeffizienten “n iiber k”.

Eigenschaften: Fiir n, k € Ny gilt

ORBE
Emmvno?:ﬁ@

n n n .
) A wij\A:\wv?akM:

n+1Y\ _ n n n\_(n-1 n—1 .
&A\nJrulewlvHv+vao&mﬁva|A k v+A>.\Hv (Rekursions formel)
Zur Verdeutlichung der Rekursionsformel — das Pascalsche Dreieck (s. néichste
Frage)
1.5.2 Was versteht man unter dem Pascalschen dreieck?

Das Pascalsche Dreieck verdeutlicht die Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizi-
enten:

n\k

W[ ol || o

=[ =] == =l
| ol o=l off =
o|w|~|o|o|
==l ololofw
=lOolo|o| O =

mmmw:_.m A M v H A : MH v + A MHM v“ Smmmwormznrmcmmowﬂmvo_‘
»

le ergibt. Wollen wir z.B. A 9

va ch:ava = 3 nach. »ﬁmommnﬁgv =3+ 3 = 6. Mit dieser

v berechnen, so schauen wir in der Tabelle

2 1 2
Formel kann man also sukzessive grofere Binomialkoeffizienten berechnen.
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1.5.3 Zeige, dass die Anzahl der k-Teilmengen einer M-Menge A M v

ist!

a(n, k) sei die gesuchte Anzahl. Dann gelten folgende Bedingungen:

1) a(0,k) = 0 fiir ¥ > 0, denn es gibt keine Mdglichkeit £ > 0 Elemente aus
nicht vorhandenen Elementen auszusuchen.

2) a(n,0) =1 fiir alle n. Denn man hat genau eine Moglichkeit 0 Elemente aus
n auszuwéhlen, ndmliche die, einfach keines zu wihlen.

Fiir die anderen Félle n,k > 1 gehen wir &hnlich vor, wie im vorhergehenden
Beweis. Wir nehmen [M| = n + 1 an und méchten wissen, wie viele k + 1-
Auswahlen es gibt. Wieder wéhlen wir ein ausgezeichnetes Element x € M aus.
Wir unterscheiden auch hier zwei Fille:

1) z kommt in der k-Auswahl nicht vor. Die Anzahl dieser Auswahlen ent-

spricht a(n, k + 1), denn man muf aus den restlichen n Elementen immer noch
k + 1 auswéhlen.

XA A vl ]

Ausgewaehlte Elemente

2) x kommt in der k-Auswahl vor. Dann miissen wir aus den restlichen n Ele-
mente noch k Elemente auswihlen. Also gibt es a(n, k) solcher Auswahlen.

L vd v 4 |

Ausgewaehlte Elemente

Insgesamt ergibt dies also die Formel a(n + 1,k + 1) = a(n,k + 1) + a(n, k).
Betrachtet man nun nocheinmal die Binomialkoeffizienten, so fallen folgende
Entsprechungen auf:

-ioéuouAmv;vH
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\QA:,SHHHAMV,(:

—an+Lk+1) =a(n k+1)+an,k) < Amﬂ v HA»H_LVLAMV

Beide Zahlenfolgen geniigen also denselben Anfangsbedingungen und derselben
Rekursion. Also sind sie gleich.

1.5.4 In welcher Form treten die Binomialkoeffizienten im binomi-
schen Satz auf?
Es gilt:
n
n_ n kpn—k
(a+10) IMA k vn b

Dementsprechend gibt es fiir a = b = 1 folgende Identitét:

on Q+::uwmmv3iﬂuwmmv

k=0 k=0
Desweiteren fiir a = —1 und b = 1:
_ n_ . n kqin—k _ - n k
0=(-1+1) \MA % vT: 1 \MA % VT:

1.5.5 Was versteht man unter k-Permutation/-Variation/-Kombination /-
Repetition?

Oder: Was kénnen Sie mir iiber die verschiedenen Abzihlverfahren erzéhlen?
Sei M Menge mit |[M|=nund 1 <k <n.

a) Eine k-Permutation von M ist ein geordnetes k-tupel verschiedener Elemente
aus M.

Thre Anzahl is "

n=n(n=1).(n—k+1) = A . v K= (n).

b) Eine k-Variation von M ist ein geordnetes k-tupel von Elementen aus M,
wobei Elemente mehrfach auftreten diirfen.
ihre Anzahl ist n*.

¢) Eine k-Kombination von M ist eine ungeordnete Auswahl von k verschie-
denen Elementen von M.

Thre Anzahl ist A m v

d) Eine k-Repetition von M ist eine ungeordnete Auswahl von k nicht not-
wendig verschiedenen Elementen aus M.
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k

Tabellarische Ubersicht:
(passend auch zur Frage: Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus einer n-Menge
eine k-Menge auszuwihlen?)

IThre anzahl ist A ntk-l v

[ Auswahl von k Elementen aus n Elementen | ungeordnet [

geordnet

ohne Wiederholungen A M v k-Kombination A

n

& v k! k-Permutation

mit Wiederholungen k

A ntk—1 v k-Repetition

n* k-Variation

Erkldrung am Beispiel von Urnenversuchen: (Rosi fragt auch oft nach den “Spiel-
budenversuchen”)

k-Kombination: ist die Anzahl der Ziehungen ohne Zuriicklegen und ohne Rei-
henfolge (z.B. Zahlenlotto)

k-Repetition: ist die anzahl der Ziehungen mit Zuriicklegen und ohne Reihen-
folge

k-Permutation: ist die Anzahl der Ziehungen ohne Zuriicklegen und mit Be-
riicksichtigung der Reihenfolge

k-Variation: ist die Anzahl der Zichungen mit Zuriicklegen und mit Reihenfole

1.5.6 Was stellen diese Formeln denn bzgl. Abbildungen dar?

Kombination:

k
Menge in eine n-Menge

A : v — Anzahl aller injektiven, monoton wachsenden Abbildungen einer k-

Repetition:
n+k—1
k

in eine n-Menge

v — Anzahl aller monoton wachsenden Abbildungen einer k-Menge

Permutation:

A M v EIv.wstEm:oﬂ.:c.owa,ﬂozvaEcsmo:om:oww‘ﬁozmogowgb‘ﬁosmo

Variation:
n* — Anzahl aller Abbildungen einer k-Menge in eine n-Menge
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1.5.7 Woher kommt denn die 1 in der Formel A " +M. -1 vw

Beweis anhand vom Gitterwegargument:

Auswahl
k Ziel

2345 .....n Objekte

Wir méchten k Elemente aus insgesamt n auswéhlen. Dabei kommt es auf
die Reihenfolge nicht an. Daher koénnen wir uns die n Elemente in einer Reihe
aufgestellt vorstellen, wie etwa in der Grafik entlang der z-Achse. Wann immer
wir ein Element auswéhlen, gehen wir einen Schritt nach oben in die k-Richtung.
Die Anzahl aller Auswahlen, die wir treffen kdnnen, ist die Anzahl der kiirzesten
Wege von (1,0) bis zum Ziel (n, k). Die kiirzesten Wege, das sind die, bei denen
man sich nur nach rechts oder nach oben bewegt, haben die Linge n + k£ — 1,
da man sich n — 1 Schritte nach rechts bewegen muf (weil man schon bei 1
startet) und k Schritte nach oben. Wir codieren Bewegungen nach rechts durch
eine 0 und Bewegungen nach oben durch eine 1. Dann haben wir eine n+k — 1
Bit lange 0-1-Sequenz, die genau k Einsen enthalten muf. Wieviele solcher
Sequenzen gibt es? Genau A " +M -1 v

1.5.8 Was sind Partitionszahlen?

Sei 1 < k < n. p(n, k) bezeichne die Anzahl der Zerlegungen von n in genau k
natiirliche Summanden.

p(0,0) :=1undp(n, k) :=0 frk=0, n>0sowie frk>n
p(n, k) heiRen Partitionszahlen.
Beispiel:
mogliche Zerlegungen von 4 in zwei Summanden sind 3+ 1 und 2+2; also p(4,2) =
2

Rekursionsformel fiir Partitionszahlen: (fiir 1 < k < n)

p(n,k) =p(n — 1L,k —1) +p(n—k,k)
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1.5.9 Stirlingsche Zahlen zweiter Art:

Fiir 1 < k < n sei S(n,k) die Anzahl der Partitionen einer n-Menge in genau
k (natiirlich nichtleere) Klassen. Eine solche Partition nennen wir dann eine
k-Partition.

5(0,0) =1
S(n,k):=0fiir k =0, n # 0 sowie fir n < k

Die Zahlen S(n, k) heifen Stirlingsche Zahlen zweiter Art

Beispiel:
k-Partitionen k = 1, 3,4 einer 4 — Menge {a,b, c,d}

k= 1 3 4

abed | a|bed |a]blcld
alc|bd
a|d]bc
blc]ad
b|d]ac
c|d]ab
Sk =] 1 6 1

Rekursionsformel:
S(n,k)=Sn—-1,k—=1)+k-S(n—1,k) fir n,k e N

1.5.10 Beweis der Rekursionsformel der Stirlingschen Zahlen 2-ter
Art:

(Anmerkung: |M| bedeutet die Anzahl der Elemente in M)
Essei |[M|=n>2undae€ M

Wir unterscheiden zwei Fille:

1){a} ist selbst eine Klasse. Dann bilden die iibrigen Klassen eine (k — 1)-
Partition von M \ {a}. Also S(n — 1,k — 1) k-Partitionen gehoren zu diesem
Typ.

2) a ist in einer Klasse A mit |A] > 2. Wenn man nun a entfernt, also
A = A\ {z}, dann hat man immer noch eine k-Partition einer n — 1-elementigen
Menge. Davon gibt es S(n — 1,k) Stiick. Fiir jede solche Partition gibt es k
Moglichkeiten, das Element a einer Klasse hinzuzufiigen, da es ja k Klassen gibt.
Dann hat man wieder eine Partition aus der Menge der Partitionen S(n, k). Also
gibt es insgesamt k - S(n — 1, k) Partitionen in denen a € A mit |A| > 2 gilt.
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1.5.11 Was ist die Formel vom Ein- und AusschlieBen?

Die Anzahl der Elemente einer Vereinigung von disjunkten Teilmengenengen
ist gleich der Summe der Anzahl der Elemente der einzelnen Teilmengen. Sind
die Teilmengen aber nicht disjunkt, benttigen wir den Satz vom Ein- und Aus-
schliefen.

ﬁ
[MiU. UM =D ()R N (M 0 M|
k=1

1<) <. < <7

3 endliche Teilmengen M1, M2, M3 einer Menge M:

Die Anzahl der Elemente der Vereinigung dieser drei Teilmengen entspricht der
Anzahl der Elemente der hellgrauen Flichen in der Grafik. Die dunkelgrauen
(im Original roten) Flichen miissen abgezogen werden. Also:

|MyUMsUMs| = | My |+|My|+|Ms|  —|MynMa|—|MynMs|—|MaNMs|  +|MynMynMs)|

1.5.12 Wie erhalte ich die Anzahl aller surjektiven Abbildungen ei-
ner n-Menge in eine k-Menge?

- Uber die Stirlingschen Zahlen mit der Formel k!S(n, k) — Formel und Er-

kldrung siehe Frage 1.5.13

- Mit der Formel vom Ein- und Ausschliefen — Formel siehe 1.5.14

1.5.13 Die Anzahl aller surjektiven Abbildungen einer n-Menge in
eine k-Menge mittels Stirlingscher Zahlen:

Die Anzahl aller surjektiven Abbildungen f : M — N einer n-Menge in ei-
ne k-Menge betrigt k! - S(n,k). Da die Abbildung surjektiv sein soll, gilt
Yy € N : f~'(y) # 0, d.h. auf jedes Element in N bildet mindestens ein
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Element aus M ab. Da f~!(N) = M ist, bildet also jedes Element aus M auf
genau ein y € N ab. Es kénnen auch mehrere Elemente aus A auf ein Element
aus N abbilden. Also induziert eine surjektive Abbildung eine k-Partition der
Urbildmenge. Wieviele k-Partitionen einer n-Menge gibt es 7 Genau S(n, k).
Betrachtet man nun eine solche Partition, so gibt es k! verschiedene Moglich-
keiten, wie diese auf N abbilden kénnen. Insgesamt gibt es also k!- S(n, k)
verschiedene surjektive Abbildungen.

1.5.14 Die Anzahl aller surjektiven Abbildungen einer n-Menge in
eine k-Menge mittels dem Satz vom Ein- und Ausschlieflen:
Zuerst einmal gilt:

#surj. Abb. = #alle Abb. — #nicht surj. Abb.

Die Anzahl aller abbildungen einer n-Menge in eine k-Menge ist k", denn ich
habe n mal die Auswahl aus allen k& Elementen. Wir definieren nun:

M;={f:{1,...,n} = {1, k}j¢ f({1,...,n}),1 <j <k}

Die Menge M; ist also die menge aller Abbildungen, bei denen kein Element
auf j abbildet. Damit gilt also:
k
f nicht surjektiv & f € C M;
j=1

Was ist nun Ewﬂ M;|? Nach der Formel vom Ein- und Ausschliefen ist dies:

k
MU UM =Y (-1 Y M NN,

s=1 1<iy <...<is<k

Nun betrachten wir M;, N...N M;, ndher. Es gilt doch:
M, oM, ={f:{1,...,n} = {1, k}\ {i1, ..., 05} }

Dies ist die Anzahl aller Abbildungen einer n-Menge in eine ganz bestimmte

k v Arten aus
s

einer k-Menge eine (k — s)-Menge zu machen. Also gibt es insgesamt

(H)er

solcher Abbildungen. Dies ergibt insgesamt:

k — s)-Menge. Davon gibt es (k — s)"”. Desweiteren gibt es
2 g g

k
#surjektive Abbildungen = k" — MA\CSE - A k v (k—s)"

s=1
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1.5.15 Fibonacci-Zahlen:

Def.:

Die Fibonacci-Zahl F(n) mit n > 2 gibt an, wie viele Null-Eins-Sequenzen der
Linge n — 2 es gibt, in denen keine zwei Einsen nebeneinander stehen.
Rekursionsformel:

F(0) =0, F(1) =1,
F(n)=F(n—1)+ F(n-2)

1.5.16 Beweis der Rekursionsformel fiir die Fibonacci-Zahlen:

Sei n > 2, ap. Es gibt ja nur zwei Moglichkeiten:
1) letzte Stelle 0: (. = a,— zuldssige Folgen, oder

2) letzte Stelle 1: (.......... ,01) = a,_» zuldssige Folgen.

= On=an_14an—s

Argumentation:

Wenn man bereits eine n-stellige 0-1-Sequenz hat, braucht man nur die letzte
Stelle. Ist die letzte Ziffer eine 0, so kann die vorletzte Stelle 0 oder 1 sein. Es
ist also nur die letzte Stelle blockiert. Fiir die erste bis vorletzte Stelle hat man
also f(n — 1) Moglichkeiten.

Falls die letzte Stelle 1 ist, dann muf logischerweise die vorletzte Stelle O sein.
Da die vorletzte Stelle nun auch blockiert ist, hat man fiir die verbleibenden
Stellen noch genau f(n — 2) Moglichkeiten.

1.5.17 Rencontre-Zahlen:

benannt nach dem “probleme des Rencontres von Montmart”!
Die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen in Sp:

n k
-1
D, :=n! M ﬁw_v
k=0

Beispiel:
n Ehepaare beim Tanzabend — Anzahl der Moglichkeiten, dass nur unverhei-
ratete Paare miteinander tanzen.

1.5.18 Was sind die catalanischen Zahlen?

Die Anzahl C,, der Moglichkeiten, ein n-faches Produkt in einer Menge (M, -)
mit einer Verkniipfung, die weder assoziativ noch kommutativ zu sein braucht,
durch Klammerung auf Produktbildung von Paaren zuriickzufiihren, wird n-te
catalanische Zahl genannt.

Dabei:
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Co:=0und C; :=1 1.6 Graphentheorie
1.6.1 Was ist ein Graph?

n Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G = (V, E) bestehend aus einer Menge
C, = M CiCry fr(n>2) V von Knoten und amm_on .ﬁa:.mo E ungeordneter Paare (verschiedener oder glei-
o cher) Elemente von V, die wir Kanten nennen.
2B Schreibweise: k = {z,y} fiir eine Kante k € E.
2<n<3
n=2 (z122) as =1 k
n=3  ((@122)z3), (21(2225)) a3z =2
/=
oder
% ¥ X ¥

1.6.2 Was ist ein Abschnittsgraph?

Ein Graph G' = (V', E’) heift Untergraph von G = (V, E), falls V' C V und
E' C E gilt.

Ein Untergraph heift Abschnittsgraph von G = (V, E), wenn E’ genau aus allen
Kanten von G besteht, die beide Ecken in V' haben. Dieser ist durch V' in G
eindeutig bestimmt und heift der von V' aufgespannte Abschnittsgraph.
Beispiel: Zu G ist G' der von {b, ¢, d} aufgespannte Abschnittsgraph.

c [+
G 4 G J

1.6.3 Was ist eine Zusammenhangskomponente? Wann heifit ein
Graph zusammenhingend?

Sei G = (V,E) ein Graph. Die von den Aquivalenzklassen von V' beziiglich
Z aufgespannten Abschnittsgraphen heifien Zusammenhangskomponenten von
G. Ist ganz G eine Zusammenhangskomponente, so heifit G zusammenhéngend.
(wobei Aquivalenzrelation Z : aZb :¢ es existiert ein Weg von a nach b)
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Es gilt:
Ist G = (V, E) zusammenhingend, so ist |[E| > [V]| -1
1.6.4 Wie lautet der Isomorphiesatz fiir Graphen?

Zwei Graphen G = (V,E) und G' = (V', E’) heifen isomorph, wenn es eine
bijektive Abbildung f: V — V' gibt, sodass gilt:

Vo,y eV : {z,y} € E & {f(2), W)} € E'

[ heifst dann Graphisomorphismus.

1.6.5 Wann heifit ein Graph planar?

Ein Graph G = (V, E) heift planar (pldttbar), wenn er isomorph zu einem Gra-
phen in der Ebene R? ist, bei dem sich die Kanten nur in den Ecken schneiden
(kreuzungsfreie Kanten).

1.6.6 Wie erhalte ich von K, die Anzahl der Ecken und der Kanten?

n

K, := (V,E) mit |V| = n Ecken und |E| = A 9

v Kanten.

1.6.7 Sind Kj;, K33 planar? Beweise deine Antwort!

K5 und K3 3 sind nicht planar.

Beweis:

Um diese Frage zu beantworten, untersuchen wir erst, in welchem Verhiltnis die
Knoten zu den Kanten stehen bei planaren Graphen. Sei G zusammenhéngend
und planar mit n Ecken und m > 3 Kanten, dann gelten folgende Verhéltnisse:

m<3n—-6
Wenn jeder Kreis in G mindestens vier Kanten enthilt gilt sogar:
m<2n-—4
Fiir K5 gilt m = 10 und n = 5. Dies setzen wir ein:
m=10<3n—-6=15—-6=9 Widerspruch!
Fiir K33 gilt m = 9 und n = 6. Dies setzen wir ein:
m=9<2n-4=12-4=8 Widerspruch!
1.6.8 Wie lautet der Satz von Kuratowski?

Ein Graph ist planar genau dann, wenn er keinen zu K5 oder K33 homdomor-
phen Untergraph enthilt?
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1.6.9 Wann ist ein Graph hom6omorph?

Zwei Graphen heifsen homéomorph, wenn sie beide aus ein und demselben Gra-
phen herleitbar sind durch Einfiigen neuer Ecken vom Grad 2 in die Kanten.
1.6.10 Was ist eine Eulersche Linie?

Ein Weg(Kantenzug) in einem Graphen, indem jede Kante nur einmal besucht
wird.

1.6.11 Was ist ein Eulerscher Zyklus?

Ein Kreis (Ausgangspunkt=Endpunkt) in einem Graphen, indem jede Kante
nur einmal besucht wird.

1.6.12 Wie lautet die Eulersche Formel?

Sei G ein zusammenhingender, planarer Graph im R? und seien n,m und f
entsprechend die Anzahl der Ecken, Kanten und Flichen von G. Dann gilt:

n—-m+f=2

1.6.13 Beweis der Eulerschen Formel:

Induktion nach m.
Induktionsanfang: m = 0 = n = 1 (G zusammenhingend) und f = 1
(unendliche Fliche), also gilt:

n+f=141=2=0+2=m+2

Induktionsannahme: Sei m > 1 und n+ f = m+ 2 gelte fiir alle G mit m —1
Kanten.

Induktionsschluft: Hier miissen wir zwei Fille unterscheiden:
1) Ist G ein Baum, so enthilt er keinen geschlossenen Weg in G und es gilt

f=1

Desweiteren gilt in Bdumen |E| = |V

— 1, also m = n — 1. Insgesamt also:
n-m+f=n—-(n—-1)+1l=n—-n+1+1=2

2) G ist kein Baum. Sei e die Kante eines geschlossenen Weges. Dann ist
G' = (V,E \ {e}) ein zusammenhingender Graph mit n Ecken, m — 1 Kanten
und f — 1 Flachen. Laut Induktionsvoraussetzung gilt die Formel fiir m — 1,
also:

n—(m-)+(f-1)=2=n-m+[f=2
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1.6.14 Wie lautet das Konigsberger Briickenproblem und warum ist
es nicht 16sbar?

Das Konigsberger Briickenproblem gilt als die Wurzel der Graphentheorie. Das
Problem besteht darin, herauszufinden, ob es einen Rundgang durch Kénigsberg
(heute Kaliningrad) gibt, welcher jede der sieben Briicken iiber die verschiede-
nen Arme der Pregel genau einmal benutzt, sodass man wieder am Startpunkt
auskommt.

Graphentheoretische Interpretation:

Dabei werden die Briicken durch die Kanten symbolisiert und die Ufer durch
Knoten. Es stellt sich nun also die Frage, ob es in diesem Graphen einen Euler-
schen Zyklus gibt. Schon Euler konnte zeigen, dass das Konigsberger Briicken-
problem keine Losung besitzt. Es gilt ndmlich:

Ein Graph G besitzt genau dann einen Eulerschen Zyklus, wenn G zusammen-
hingend ist und keine Ecken ungeraden Grades besitzt.

Beweis:
Zu zeigen sind natiirlich beide Richtungen:

“=" G besitzt nach Voraussetzung einen Eulerschen Zyklus. Wir zeigen nun,
dass daraus folgt, dass G nur Ecken geraden Grades besitzt. Der Zyklus sei:

(vo,v1), (v1,v2), Vn, Vo)

Da der Graph G einen Eulerschen Zyklus Z enthélt, ist er zusammenhéngend.
So mufk es zu jeder Kante in Z, auf der man zu einem Knoten hinkommt, eine
Kante in Z geben, auf der man diesen Knoten wieder verlafst. Trifft man also
den Knoten z etwa k mal in Z an, so ist d(z) = 2k.

“<=": Diese Richtung kan bewiesen werden, indem man einen Algorithmus an-

gibt, der einen Eulerschen Zyklus erzeugt. Wir verwenden hier den Tuckers Algorithmus.
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Nach Voraussetzung ist der Graph G zusammenhéngend und jeder Knoten hat
geraden Grad. Der Algorithmus arbeitet in zwei Phasen:

Zerlegungsphase:

In der Zerlegungsphase suchen wir Knoten « € V mit p(z) > 2k, k > 2, k € N.
Haben wir einen solchen Knoten gefunden, so zerlegen wir ihn in £ Knoten mit
Grad 2. Uber eine Aquivalenzrelation merken wir uns jedoch, dass diese knoten
zu einem Knoten gehoren. Dabei zerfillt der Graph in lauter Zyklen und jeder
Knoten hat Grad 2. Nun gehen iiber zur Aufbauphase:

Aufbauphase:

In der Aufbauphase nehmen wir uns einen beliebigen Zyklus und schauen, ob
er alle Kanten des Graphen enthélt. Ist dies nicht der Fall, dann gibt es auf
dem Zyklus einen Knoten, der zusammen mit einem anderen Knoten in einer
Aquivalenzklasse liegt. Diesen fiigen wir nun an den betreffenden Knoten an
und das Spiel geht von vorne los. Der Algorithmus terminiert auf jeden Fall, da
die Knotenmenge eines Graphen und damit auch die Kantenmenge endlich ist.

1.6.15 Mit welchem Algorithmus kann man eine Eulersche Linie(Zyklus)
aufbauen?

Tuckers Algorithmus (s. vorherige Frage - Aufbauphase)

1.6.16 Was ist ein hamiltonscher Weg/Kreis? Wann heifit ein Graph
hamiltonsch?

Ein hamiltonscher Weg bzw. Kreis ist ein Weg bzw. Kreis, der alle Knoten ent-
halt. Ein Graph heifit hamiltonsch, wenn er einen hamiltonschen Kreis enthélt.
Fiir dieses Problem ist kein effizienter Algorithmus bekannt, was eigentlich ver-
wundert, da dieses Problem dem Eulerschen Zyklus sehr dhnlich sieht. Jedoch
gibt es den Satz von Ore, der besagt: ein Graph ist genau dann hamiltonsch,
wenn fiir alle Paare nicht benachbarter Knoten z,y € V gilt:

> 2

p(x) +ply) 2n =V
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2 Analysis

2.1 Reihen
2.1.1 Was ist eine Reihe?

Eine Reihe ist eine Folge spezieller Bauart. Sei (a,),e|n eine Folge. Die Folge
der Partialsummen s, := muc ay heiflt dann Reihe und wird mit Mumowo a
bezeichnet.

Konvergiert die Folge (sn)ne|n, 80 wird ihr Grenzwert ebenfalls mit Y7  ax
bezeichnet. Also ist 337, ax zum einen die Folge (3o)_o ax),¢y der Partial-

summen, als auch der Grenzwert lim, ;o Mumno ay. Es gilt

0
MU ay, konvergiert (divergiert) < (sn)ne|n konvergiert (divergiert)
k=0

Eine Reihe konvergiert also, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert.

2.1.2 Was ist die geometrische Reihe?

Die geometrische Reihe ist gegeben durch

und konvergiert fiir |¢| < 1 gegen HHJ und divergiert fiir |g| > 1

2.1.3 Wann heifit eine Folge Cauchy-Folge?

Eine Folge (an),e|n heift Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine natiirliche
Zahl N gibt, sodass gilt:

lan, — am| < € fuer allen,m > N

Mit anderen Worten: Der Abstand zwischen den Folgegliedern wird fiir genii-
gend grofen Index beliebig klein.
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2.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

2.2.1 Was ist das allgemeine Cauchysche Konvergenzkriterium?

o0
n=

Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Die Reihe 3
dann, wenn gilt:

o @, konvergiert genau

n
Ve>0:3N €N : MU:» < e fuerallen>m >N
k=m

Beweis:
Es sei s, := >_h_ ax die p-te Partialsumme. Dann gilt:
n
Sm—Smo1= Y ax
k=m

Also ist die Folge der Partialsummen eine Cauchy-Folge und damit die Reihe
konvergent, da jede Cauchy-Folge in |R konvergiert.
2.2,.2 Was besagt das Leibniz’sche Konvergenzkriterium?

Es sei (an)ne|n eine Folge lauter nicht-negativer Zahlen mit limy 00 ap = 0.
Dann konvergiert folgende Reihe:

oo
> (Day
n=0

Beispiele:

a1
1Ly, ET =1In2

Bl

0o (=F _
2. Y=o 2k+1 4
2.2.3 Was ist das Majorantenkriterium?

Es sei 3" ¢, eine konvergente Reihe mit ¢, > 0 fiir alle n € [N. Desweiteren
sei (an)ne|n eine Folge fiir deren Glieder |a,| < ¢, fiir alle n € [N gilt. Dann
konvergiert die Reihe Y2 ¢;, absolut.

2.2.4 Was ist das Quotientenkriterium

)

Es sei ). °  a,, eine Reihe und desweiteren gelte 0 < ¢ < 1. Die Reihe } > a,
konvergiert absolut, wenn es ein ng € |N gibt, sodass gilt:

7 nt 1

7 < q fuerallen > ng
[e20

Desweiteren miissen natiirlich alle a,, # 0 sein, fiir alle n > ng.
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2.2.5 Was ist das Wurzelkriterium?

Auch das Wurzelkriterium lauft auf eine konvergente Majorante hinaus. Es sei
S o an eine Folge. Gibt es ein 0 < ¢ < 1 und ein ng € |N, sodass

"lay| < q fuer allen > ng

dann konvergiert >, ; a,, absolut.
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2.3 Funktionen
2.3.1 Was besagt der Nullstellensatz?

Seia,b € |R,a <b,I=a,b]und f: I — |R eine stetige Funktion mit f(a) > 0
und f(b) < 0 (oder f(a) < 0 und f(b) > 0), dann gibt es einen Punkt ¢ € [a, ],
sodass gilt:

flo)=0

f(x)

2.3.2 Was besagt der Zwischenwertsatz?

Der Zwischenwertsatz ist ein Korollar zum Nullstellensatz. Er besagt, wenn
a,b € |[R,a <b, I =][ab und f: I — |R gilt, die Funktion jeden Wert
zwischen f(a) und f(b) annimmt. Sei etwa f(a) > ¢ > f(b) (siche Zeichnung).
Dann gibt es also ein ¢ € [a, b], fiir das gilt:

fle)=q
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Beweis:
Wir setzen g(z) = f(z) — ¢. Dann gilt weiterhin g(a) > 0 und g(b) < 0. Nach
dem Nullstellensatz gibt es dann ein ¢ € [a,b] mit g(c) = 0. Daraus folgt dann
jedoch:

9(c) = flc) —¢=0 = f(c)=¢

2.3.3 Wann heif8t eine Funktion (streng) monoton steigend/fallend?

Eine Funktion heifit

monoton wachsend & z <y = f(z) < f(y)
streng monoton wachsend & z <y = f(z) < f(y)
monoton fallend & z <y = f(z) > f(y)

streng monoton fallend & z <y = f(z) > f(y)

2.4 Exponentialfunktion

2.4.1 Wie kann man die e-Funktion herleiten? Wie lautet die e-
Funktion?

Die Potenzreihe

k=0
ist tiberall konvergent. Durch sie wird daher auf R eine Funktion definiert, die
man als Exponentialfunktion exp bezeichnet. Es gilt also

Fiir z = 1 erhdlt man

2.4.2 Was wissen Sie iiber die Exponentialfunktion?

Mit der Exponentialreihe definiert man die beriihmte Eulersche Zahl

o 1 1.1
= 1) = — =141+ -+ = +..=2.7182818...
e :=exp(l) MU:_ + +w+w_+
n=0
Die Exponentialfunktion exp : R — R} ist stetig und streng monoton. Man
kann fiir exp(z) auch e”schreiben, da

£

exp(z) = exp(1l xz) = exp(1)” = e” (folgt aus der Funktionsgleichung)
Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion (auch Additions-Theorem der
Exponentialfunktion) lautet:

Fiir alle z,y € R gilt:

exp(z +y) = exp(z) * exp(y)

Beweis:
Es ist

0 00

s» gk
exp(z) = o und exp(y) = M o
k=0 k=0
Nach dem Cauchy-Produkt ergibt sich unter Verwendung des binomischen Lehr-

satzes
oo

exp(z) * exp(y) = MU di,  mit

k

kgt yh-i 1
&n.MU :Tc_nm*MU
i=0 0

i=|
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Daher gilt:
o0

exp(z) * exp(y) = %@ +9)" = exp(z +y)
k=0 "

2.4.3 Warum ist der Wertebereich R’ > 07

Der erreichte Wert wird immer > 1 sein, denn

Bei negativen x:

2.4.4 Wie ist der Logarithmus definiert? Wie kann man die In Funk-
tion herleiten?

Die Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig und streng monoton. Also
existiert eine ebenfalls stetige und streng monotone Umkehrfunktion

In=exp!: R, - R
die natirlicher Logarithmus genannt wird. Fiir sie gilt die Funktionalgleichung
In(z - y) = In(z) + In(y)

Der natiirliche Logarithmus ist also die auf dem Intervall ]0, oo definierte Um-
kehrfunktion.
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2.5 Potenzreihen
2.5.1 Was versteht man unter einer Potenzreihe?
Das ist eine Reihe der Form
)
J@) =" an(@ —zo)"
n=0

Fiir 2o = 0 ergibt sich die Form " an,z". o nennt man den Entwicklungs-
punkt und die Zahlen a,, heifen Koeffizienten.

Wenn eine Funktion f(z) in der Form }°," a,z" darstellbar ist, dann nennt
man diese Darstellung eine Entwicklung von f(z) in eine Potenzreihe um .

n

2.5.2 Eigenschaften einer Potenzreihe:
Jede Potenzreihe

00
M ”Q:&:
n=0

konvergiert fiir z = 0.
Jede Potenzreihe hat einen Konvergenzradius R .

2.5.3 Was ist der Konvergenzradius einer Potenzreihe?

Jede Potenzreihe hat einen Konvergenzradius R, d.h. die Reihe konvergiert fiir
|z] < R und divergiert fiir |z| > R.

WU oz absolut konvergent fuer |z| < R
< " divergent fuer|z| > R
n=

Nach Cauchy-Hadamard sei a der grofite Haufungswert der Folge A:,\_QLVW

0, fallsa = oo
Esist R = 00, fallsa =0
1/a, falls0 < a < o0

Fiir alle # mit |2z| < R ist die Folge dann konvergent.

2.5.4 Warum haben Potenzzreihen einen Konvergenzradius>07?

> o an * (z — mp)"™ konvergiert fiir || < R. Da der Betrag einer Zahl immer
positiv ist (oder halt Null) muR zwangsliufig R > 0 sein.
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2.5.5 Warum ist die Potenzreihe fiir |z| < R konvergent?

Es gelte a,, < ¢" fiir fast alle n € N. Dann konvergiert die Reihe fiir |z| < w
Denn fiir [z] < £ mit ¢ < 1 folgt:
o o ne "E
n . _ n — n
POITTIED DI CA NS S »
n=0 n=0 n=0 n=0

Da |g| < 1 vorausgesetzt wurde, ist > g™ eine konvergente Majorante.

2.5.6 Warum ist die Potenzreihe fiir |z| > R divergent?
Es gelte a,, > d" fiir unendlich viele n € N. Dann divergiert die Reihe fiir

|z| > . Denn in diesem Fall ist |a,z"| > 1 fiir unendlich viele n € N und

damit divergiert die Reihe.

2.5.7 Warum ist die Potenzreihe gliedweise integrierbar /differenzierbar?
Die Potenzreihen sind gliedweise differenzierbar, da sie und ihre Ableitung
Yoo papa fiir [z] < R gleichmifig konvergieren und den gleichen Konver-
genzradius haben.

2.5.8 Addition und Multiplikation von Potenzreihen:

Es sei 0 (anz™ und Y o b,a™ Potenzreihen mit den Konvergenzradien r,
und 7.
Dann gilt:

Summe:
S ana £ Y b = Y07 ((an & by)z" mit R = inf{r,,r}
Produkt: Die Multiplikation von Potenzreihen erfolgt tiber das Cauchy-Produkt:

00 n

Dana™ | Do baa™ ) =D D (ans)
n=0 n=0

n=0 \k=0

Auch hier gilt R = inf{r,,73}.

2.5.9 LiaRt sich die Summe f(z) =3 f,(z) gliedweise differenzieren?

Die Summe léft sich differenzieren, wenn
- sich alle f,(z) differenzieren lassen,

- > fi(z) gleichmiRig konvergiert und

- Y fa(z) fiir ein  konvergent ist.
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2.5.10 Wie sehen die Ableitungen von Potenzreihen aus?

Ist F(z) eine durch eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 dargestellte
Funktion, so besitzt F' Ableitungen beliebiger Ordnung und es gilt:

FO(z) =3 k(k—=1)- ..o (k —n + aga®™"
k=n

Dies kann man auch schreiben als:

1 — ( k
(n k—n
E.&J ) () MA:V:»H

Ferner gilt:

1
— . —
o F"™(0) =an

2.5.11 Was besagt der Abelsche Grenzwertsatz?

Es sei Y- a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Konvergiert
die Reihe auch fiir z = R, so ist die Reihe im abgeschlossenen Intervall [0, R]
gleichmiRig konvergent. Die Funktion f : ]—R,R] — |R ist dann im Punkt
z = R linksseitig stetig. Entsprechendes gilt, wenn die Reihe fir + = —R
konvergiert.

2.5.12 Was besagt der Identititssatz fiir Potenzreihen?

momo::ﬁvHMoncn:a:E&QA&VHMuoncw:a:wonosﬁdmrozawjoéozmvomm.
tivem Konvergenzradius. Gilt dabei f(z) = g(z) fiir alle |z| < R oder auch nur
f(z:) = g(z;), wobei z; # 0 und (z;);en eine Nullfolge ist, so sind beide Reihen
identisch, d.h. es ist a, = b, fiir alle n € N.

Alternativ:

Sind die beiden Potenzreihen "0 apa™ und 30 by2™ in einem gemeinsamen

Intervall konvergent, so gilt a,, = b, fir n > 0.




2.6 Taylor-Reihen
2.6.1 Was sind Taylor-Reihen? Allgemeine Form der Taylor-Reihe:

Es sei I C R ein Intervall und f : I — R eine beliebig oft differenzierbare
Funktion.
Sei a € I. Dann gilt

oo
1
Ty =3 V@ (- )t
k=0
die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt a.
2.6.2 Was muff man vor der Benutzung der Taylor-Reihe bei f(x)

iiberpriifen?

- f(z) muf beliebig oft differenzierbar sein

- Konvergenz

- Die Funktion muf§ gleich der Reihe sein, also das Restglied gegen Null konver-
gieren.

2.6.3 Wie lautet die Taylorsche Formel?

Es sei I C R ein Intervall und f: T — R eine (n+1)-mal stetig differenzierbare
Funktion.
Sei a € I. Dann gilt fiir alle ¢ € T

fz) = fa) +

2.6.4 Wie sieht das Restglied R,;; aus?

Das Restglied gibt die Abweichung von f(z) von der n-ten Partialsumme der
Taylor-Reihe an.

Rypi(z) = ! \H@ — )" D () dt

n!

2.6.5 Was sind die Taylor-Reihen von Potenzreihen? Zusammen-
hang von Taylor-Reihe und Potenzreihe! Warum sind diese
Reihen gleich?

Es sei Muwouo apz™ eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 0. Dann ist die
Taylorreihe im Entwicklungspunkt 0 gleich dieser Potenzreihe, denn die Taylor-
reihe sieht wie folgt aus:

@)=Y 50"

n=0

Es gilt nun fiir eine Potenzreihe %\2:18 = a, bzw. f(0) = nla,. Setzen
wir dies in die Taylor-Reihe ein, erhalten wir:

00

1 1
Ty(z) = MU E\A:Xovaz = MU ESE:&; = Mug:a:

n=0 n=0 " n=0

Dies ist jedoch wieder die oben definierte Potenzreihe.
Allg.:
Jede konvergente Potenzreihe ist auch eine Taylor-Reihe und umgekehrt.

2.6.6 Warum entspricht die Potenzreihe y 7 (-1)" aww_ der Taylor-

=
Reihe?

Die oben definierte Potenzreihe entspricht der Cosinusreihe — f(z) = cos(
cos(z)Vz € | R absolut konvergent
Jede konvergente Potenzreihe ist auch eine Taylor-Reihe und umgekehrt.

2.6.7 Taylor-Reihe von ¢”
f@) =

2.6.8 Taylor Entwicklung:

Sei I nicht entartetes Intervall mit 0 € I.

Sei f Potenzreihe fiir alle z € I. Dann ist die Taylor-Reihe um den Entwick-
lungspunkt 0 gleich der Potenzreihe und sie konvergiert gegen f(z).

2.6.9 Was ist die binomische Reihe?

Die binomische Reihe ergibt sich als Taylor-Reihe der allgemeinen Potenz x
z® mit Entwicklungspunkt 1.
Sei a € |R. Dann gilt fiir |z] <1

a+avpuwm m va

n=0

2.6.10 Wie lautet der binomische Lehrsatz?

Seien z,y reelle Zahlen und n eine natiirliche Zahl. Dann gilt

n — n n—k, k
@+yn=Y A A va y
k=0




2.6.11 Herleitung der binomischen Reihe aus der Taylor-Reihe:

Sei o € |R. Dann gilt fiir [z < 1

fw=arar=3 (4 )

n=0

1. Berechnung der Taylor-Reihe von f(z) = (14 #)® mit Entwicklungspunkt 0:

M@ =al@—1) .. (a—k+D(1+2)*F =k A M v (14 z)2*

Da also

x;\“_av = A M v“ Ecgn&oﬂm%_o_..Wiroé:\

H\QVHWUAMVK,.

k=0
vergiert. Dazu verwenden

2. Wir zeigen, dass die Taylor-Reihe fiir |z] < 1 kon
dass a ¢ [N und z # 0.

wir das Quotientenkriterium. Wir diirfen annehmen,

Sei ap, == A M va:. Dann gilt
@ n+1
(wfa)=]

()1

= |z| < 1, existiert zu § mit |z| <6 < 1

a, +1
Gn

x

n+1

a=n

n+1

Da lim, 00

ein ng, so dass

zm.:.r 7 H_i:q;loo

a, +1

a 7MQ\:~:m:N:o

Also konvergiert die Taylor-Reihe fiir |z] < 1.

2.7 TRIGONOMETRIE - Sinus, Cosinus, Tangens und
Cotangens
2.7.1 Wie sind Sinus und Cosinus definiert?

Es gibt jeweils eine Reihendarstellung fiir sinz und cos a:

oo 2k+1
ing = k.
st WA N T
) 22k
cosz =Y (=1)F-
20" oy

Sie sind konvergent und periodisch mit der Periode 2.
Es ergibt sich folgende Wetetabelle fiir sin und cos

X o|lg |~ WA 2m i
sing [OJ1JO0]-1]0 |
cosz [1[0]-1]0[1]

und folgende Graphen von Sinus und Cosinus

2.7.2 Was ist die Parametrisierung des Einheitskreises (+ Beweis)?
Gegeben seien u,v € |R mit u? +v? = 1. Dann gibt es ein eindeutiges z € |R
mit 0 < z < 2m, sodass gilt v = cosz und v = sinz. Dies bedeutet quasi, daf
alle Paare (sin z, cos z) auf dem Einheitskreis liegen.




Die obige Zeichnung verdeutlicht das Problem. Was ist denn jetzt {iberhaupt
das 2?7 Es soll zwischen 0 und 27 liegen. Welchen Umfang hat der Einheitskreis?
Die Umfangsformel lautet U = 27 - 7. In unserem Fall ist der Radius r = 1, also
ist der Umfang U = 2w. Das z liegt also irgendwo auf der Kreislinie.

Wie man sieht, kénnen v und v entweder positiv oder negativ sein. z (der
Pfeil auf der Kreislinie) ist mal groRer und mal kleiner, je nachdem wie man die
Vorzeichen von u und v wihlt. Doch nun zum Beweis:

Zuerst einmal folgern wir aus sin § = 1 und sin(z + 7) = — sinz, dass

4w . AQ v .\ H
sin —m =sin (- +7) = —sin—- = —1.
S 2 s 2 S 2

Aus v? < 1 folgert man —1 < & < 1. Wie wir schon gesehen haben, ist sin 3 =1
und sin ws. = —1. sinz ist stetig und nimmt daher alle Werte zwischen -1 und
1 an. Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen gibt es ein z € R,
sodass sinz = v. Weiter gilt:

u?=1-0>=1-sin’z=cos’z

Wir 16sen auf und erhalten u &+ cosz. Falls also u = — cosz ist, nehmen wir
y =7 — 2 an. Dann stimmt die Behauptung immer noch:

siny = sin(r — x) = sin(—z + ) = —sin(—z) = sin(z) = v
cosy = cos(m — x) = cos(—x + m) = —cos(—z) = —cos(z) = u
2.7.3 Was ist der Zusammenhang zwischen dem Einheitskreis und
Sin/Cos Fkt.?
siche 2.7.2
2.7.4 Herleitung der sin/cos-Funktion:

Fiir z € |R sei )
cosz := Re(e'®),

sinz == Im(e™.

Es ist also € = cosz + isinz (Eulersche Formel).

e' ist also ein Punkt des Einheitskreises der Gaufschen Ebene und cosz bzw.
sin z sind die Projektionen dieses Punktes auf die reelle bzw. imaginire Achse.

2.7.5 Leiten Sie die Sinus-Funktion mit Hilfe des Differenzialquoti-

enten ab!
L, . sin(z — h) — sin( . sin x cosh + sinh cos x — sinx
(sinz)’ = lim | ————* ) = lim =
h—o0 h h—oo h
. sin z(cosh —1) sinh cos z . . cosh—1 . sinh
lim ([ —————— | = lim sihe——— + lim ——cosz =cosx
h—ro0 h h—ro0 h h—co h

2.7.6 Wie sind Tangens und Cotangens definiert?

Der Tangens tan : D; — [R mit Dy = {z € |R|lz # (2k+ 1) - 5,k € |Z} ist

2
definiert als: X
sinz

tanz =
cosT

Der Cotangens cot : Dy — |R mit Dy = {z € |R|x # km,k € |Z} ist definiert
als:

2.7.7 Wie sind die Arcus-Funktionen definiert?

Die Arcus-Funktionen sind die Umkehrfunktionen zu sin, cos, tan, cot. sinz ist
im Intervall Twu ﬁ streng monoton wachsend und stetig. Also existiert die
Umbkehrfunktion
. T T . .
arcsin : [—1,1] — Tm, m_ mit x — arcsinz.
Ebenso ist cosz im Intervall [0,7] streng monoton fallend und stetig. Daher
existiert die Umkehrfunktion

arccos : [—1,1] — [0, 7] mit z +— arccos z.
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Die Funktion Tangens ist im Intervall _ 55 ﬁ streng monoton und stetig, daher
existiert die Umkehrfunktion

T
tan : -, =
arctan Elv_ m,wﬁ

2.8 Differenzierbarkeit
2.8.1 Erklidren Sie Differenzierbarkeit!

Sei D C |[Rund f: D — |R eine Funktion. f heift in einem Punkt z € D
differenzierbar, falls der Grenzwert

P (O i)

zo—z|zo€D\T g —T

existiert. Der Grenzwert f’(z) heift Differentialquotient oder Ableitung von f
im Punkt z. Die Funktion f heift differenzierbar in D, falls f in jedem Punkt
z € D differenzierbar ist.

Man kann den Differentialquotienten auch darstellen als f'(z) = limp_o E

Geometrische Deutung:

Der Differentialquotient ist die Steigung der Sekante des Graphen in diesem
Punkt

2.8.2 Welche Differentiationsregeln kennst Du?

1. Summenregel
2. Produktregel

3. Kettenregel

4. Quotientenregel
5. Umkehrregel

2.8.3 Summenregel:

(f+9)' (@) = f'(2) +4'(x)

2.8.4 Produktregel

(f-9)(x) = f(2)g' () + f'(x)g()

2.8.5 Kettenregel

Es sei f in g und g in yo = f(z) differenzierbar; g o f sei definiert in einem
Intervall I mit z¢ € I.
Dann ist g o f in zg differenzierbar und es gilt:

(90 f) (wa) = g'(£(@0)) * f'(w0)

In dieser Formel bezeichnet man ¢'(f(zo)) als die duRere Ableitung und f'(zo)
als die innere Ableitung.




2.8.6 Was besagt die Quotientenregel?
Sind f und ¢ in z¢ differenzierbar.

Ist g(zo) # 0, dann ist f/g in einer (beliebig kleinen) Umgebung von zq definiert
(d.h. g(z) # 0) und in zo differenzierbar mit

A\v“ (o) = f'(wo) * g(0) — f(wo) * g'(w0)

w g%(z0)

2.8.7 Umkehrregel:

Ist f: I — |R eine streng monotone, stetige Funktion, so existiert die Umkehr-
funktion f~1: I* — |R mit I* = f(I). Ist f im Punkt z differenzierbar und ist
f'(z) # 0, dann ist auch f~' im Punkt y = f(z) differenzierbar und es gilt:

1 1

@) (W)

2.8.8 Was besagt der Mittelwertsatz?

=

Sei a,b € |R, a < bund f : [a,b] = |R eine stetige Funktion, die in jedem
z €]a, b] differenzierbar ist. Dann gibt es ein z¢ €]a, b[ mit

f() — f(a)
b—a

f'(zo0) =

Zu der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) gibt es also eine parallele
Tangente, die die Steigung im Punkt zq ist.

2.8.9 Was kann man mit Hilfe der ersten Ableitung iiber das Mo-
notonieverhalten einer Funktion aussagen?

f'>0 | = | f streng monoton steigend
f'>0 | & | f monoton steigend
f'<0 | = | f streng monoton fallend
f'<0 | & | f monoton fallend

f">0 | < | f konvex

f"<0| <« | f konkav

2.8.10 'Wann heifit eine Funktion konvex (konkav)?
Sei I C |R ein Intervall und f: I — |R. f heifit konvex, wenn gilt:
Va,be TAVA€E [0,1]: f(Aa+ (1= A)b) < Af(a) + (1= A\)f(b)

Eine Funktion f heift konkav, wenn — f konvex ist. Anschaulich bedeutet die
Gleichung, dass sich alle Funktionswerte im Intervall [a, b] unterhalb der Sekante
durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) befinden:

fa)

Dabei ist Aa + (1 — A)b mit A € [0,1] ein Punkt im Intervall [a,b], denn fiir
A = 0 erhilt man b und fiir A = 1 erhiilt man a. Also ist f(Aa + (1 — A)b) ein
Funktionswert aus dem Intervall [a,b]. Und Af(a) + (1 — ) f(b) ist die Sekante
durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).

2.8.11 Welches andere Kriterium fiir Konvexitéit gibt es?

Sei f: I — |R eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann gilt:

fist konvex < f"(z) >0 fuerallex € I
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So ist zum Beispiel die Funktion f(z) = e“konvez, da f"(z) = e* im ganzen
Definitionsbereich positiv ist. Ebenso ist f(z) = 2* konvex, da f"(z) = 2 ist.
Die Funktion f(z) = 2* hingegen ist im Bereich | — 0o, 0] konkav und im Bereich
[0, oo konvex, da f"(z) = 6z.

2.8.12 Was ist das Newton-Verfahren und wie funktioniert es?

Sei D C |[Rund f: D — |R differenzierbar. Gesucht ist eine Nullstelle von f in
D. Die Idee des Newton-Verfahrens ist es, die Funktion in einem Punkt zo € D
durch die Tangente to(z) im Funktionswert dieses Punktes anzunihern und die
Nullstelle dieser Tangente als neuen Punkt zur Anniherung zu nehmen:

Die Tangente to(z) im Punkt zgist to(z) = f'(zo)(z — o) + f(20). Gesucht ist
die Nullstelle dieser Tangente, also das z fiir welches to(z) = 0 gilt. Also:

Es gilt also allgemein (auch Rosi Frage: Schreiben Sie doch mal die Folge der
z,, auf!)
flan)

Tnt1 = T — F(@n)
n

2.8.13 In welchem Fall konvergiert das Newton-Verfahren?

Sei a,b € |[R, a < bund f: [a,b] = |R eine in [a,b] zweimal differenzierbare
konvexe Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann gilt:

1. Es gibt genau eine Nullstelle p € [a,b] mit f(p) = 0.

2. Ist z¢ € [a,b] ein Punkt mit f(zo) > 0 so ist die durch z,41 = ,, — e
definierte Folge fiir alle n € |N definiert, monoton fallend und konvergent.
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Oder kurz:
Wenn die Funktion konvex ist, also die zweite Ableitung grofier gleich 0 ist.
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2.9 Integration
2.9.1 Wie ist die Integralrechnung motiviert?

Sei a,b € |R, a <bund f: [a,b] = |R" stetig. Dann soll bw f(z)dz der Inhalt
der Fliche zwischen der Funktion und der x-Achse sein:

Bei einfach gebauten Funktionen ist dann noch klar, wie man das Integral be-
rechnet. Ist z.B. f(z) = ¢, so gilt h f(z)dz =c- (b—a).

2.9.2 Welche integrierbaren Funktionsklassen kennst Du?

Alle stetigen Funktionen f : [a,b] — |R sind integrierbar, ebenso wie alle
monotonen Funktionen g : [a,b] = |R

2.9.3 Wie lautet der Mittelwertsatz der Integralrechnung?

Es sei s das Infimum und S das Supremum von f im Intervall I (|a,b]). Dann
gilt folgende Ungleichung fiir a < b

1

s <
“b—a

/ ' fade < 5

Die Zahl p = Nh\@v&& mit s < p < S heift der Mittelwert von f im
Intervall [a,b] und es ist

\m f(z)de = p(b— a)

Ist f(z) > 01in I, so bedeutet dies, dass der Flacheninhalt des Normalbereiches
von f gleich ist dem Inhalt eines Rechteckes der Hohe p iiber [a,b].

Ist nun f stetig in [a,b], so sind s und S Funktionswerte von f, und nach
dem Zwischenwertsatz gibt es ein ¢ € [a, b] mit f(£) = p, eine stetige Funktion
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nimmt also ihren Mittelwert an. Fiir stetiges f gilt daher

\ f(x)dz = f(§)(b— a) fuerein& € [a,b]

Die geometrische Deutung wird in der Zeichnung dargestellt: Die beiden schraf-
fierten Bereiche haben denselben Flécheninhalt.

:

_W\ 7

—
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2.10 Differentation und Integration
2.10.1 Was ist eine Stammfunktion?

Essei I C|Rund f: I — |R. Eine Funktion F : I — |R heift Stammfunktion
von f, wenn gilt:

F'(z) = f(x)
Da beim Differenzieren Konstanten wegfallen, unterscheiden sich alle Stamm-

funktionen zu einer Funktion f nur um einen konstanten Summanden.
z.B.

f(z) =2

Stammfunktionen wiren:

F(z) = 3a® oder F(z) = 32* — 7 oder F(z) = 32° + 3, da diese Funktionen

differenziert 2 ergeben, und das ist ja f(x).
2.10.2 Zeige, dass sich Stammfunktionen nur um eine Konstante
unterscheiden!

Zu zeigen ist also: Sei I C|Rund f: I — |R. F: I — |R sei eine Stammfunk-
tion von f. Dann gilt:

G ist eine Stamm funktionvon f < F —G =cmitc € |R
"= Sei G eine Stammfunktion. Also G’ = f = F'. Dann gilt (F - G)' =

F'— G = f— f =0. Demnach ist die Ableitung von (F — G) fiir jedes z € I
gleich 0. Daraus folgt, dass F' — G konstant sein muf.

“&” Es gelte F — G = ¢. Dies kann man umformen zu G = F — ¢. Dann
ist jedoch G' = F' = f. Also ist G eine Stammfunktion zu f.

2.10.3 Hat jede Funktion eine Stammfunktion?

Ja, wenn sie stetig ist.

2.10.4 Wieviele Stammfunktionen gibt es?

Unendlich viele, da sie sich nur in einer Konstanten unterscheiden.

2.10.5 Beweisen Sie die Existenz einer Stammfunktion! Oder: Warum

ist eine Stammfunktion gleich dem unbestimmten Integral?

Wiéhrend wir bisher Funktionen immer {iber ein festes abgeschlossenes Intervall
integriert haben, betrachten wir jetzt die eine Integrationsgrenze als variabel
und erhalten so eine neue Funktion, das “unbestimmte Integral”.

Sei f: I = |R eine stetige Funktion und a € I. Fiir = € I sei

F(z) = \ f(t)ar.
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Dann ist die Funktion F : I — |R differenzierbar und es gilt F' = f.

Beweis:
Fiir h # 0 ist

\ H+: g a+:
Euw \ EKT\D F(t)dt nw\ Ft)t.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein &, € [z, z + h] (bzw.
&h € [z + h, 2], falls b < 0) mit

x+h
\ f(t)dt = hf(&n).

Da limy,0 &, = = und f stetig ist, folgt

1 z+h

Fa)=tim> [ f(t)dt = lim > (hf(€) = f(2).

h—0 h

2.10.6 Was besagt der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung?

Sei f: [a,b] = |R stetig

a)
«
F(z) = \ f(t)dt fuer x € [a, b] ist eine Stamm funktion von f

b)
b
Ist F irgendeine Stamm funktion von f, so gilt \ f(t)dt = F(b) — F(a)

Beweis zu b:
Ist F irgendeine Stammfunktion von f, so gilt

F(z) H\H\S&u+n

mit einem ¢ € |R und dann folgt ¢ = F(a) wegen ba f(t)dt =0.
Bei Kenntnis einer Stammfunktion F zu f ist also die Berechnung eines be-
stimmten Integrals kein Problem:

\N. f(z)dz = F(b) — F(a)

2.10.7 Was versteht man unter einem uneigentlichen Integral?

Die Integrationsgrenzen sind oo oder —oo.
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2.10.8 Wie ist die Gammafunktion definiert?

Die Gammafunktion I' : |R} — |R ist iiber ein uneigentliches Integral definiert:
o
T(z) = \ " le~tdt
0

2.10.9 Wofiir braucht man die Gammafunktion?
Die Gammafunktion interpoliert die Fakultét. Es gilt:
F(z+1) =z -T(z)

Firn € [N ist dann I'(n+ 1) =n
Beweis siehe iibernéchste Frage!

2.10.10 Warum konvergiert die?

Sie konvergiert, weil die Integrale von 0 bis 1 und von 1 bis oo konvergieren.
Das erste kann man durch w abschiitzen, weil e~* < 1 ist. Das Integral von 1
bis oo konvergiert, weil die e-Funktion gegen Null konvergiert.

2.10.11 Beweisen Sie ['(z + 1) =z - [(z)!

Partielle Integration liefert

R _ R
\ fretdt — —pret| L= R +a\ t*~te~tdt .
13

Durch Grenziibergang € \, 0 und R — oo erhilt man I'(z + 1) = 2 - ['(z). Da
R
(1) = lim e7tdt = lim (1—e %) =1,
R—o0 Jo R—00

folgt aus dieser Funktionalgleichung

T(n+1)=nl(n)=nn-1)Cn-1)=nn-1)-..-1-T(1) =n!

2.10.12 Was wissen Sie iiber die Integration rationaler Funktionen?

Partialbruchzerlegung:
Es sei also eine rationale Funktion

VHE‘ss:.wﬁiﬂomb

q(z)

gegeben. Unser Ziel ist es nun a r(z)dz zu berechnen. Ist der Grad des Zahler-
polynoms grofer als der des Nennerpolynoms, so fiihren wir zuerst einmal eine
Polynomdivision durch. Das Ergebnis ist ein Polynom und eventuell noch ein
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Rest, bei dem der Zihler nun jedoch kleineren Grad als der Nenner hat. Das
Polynom, welches nun vor dem rest steht, ist problemlos zu integrieren. Der
Rest stellt sich als Hauptproblem heraus.

Jedes Polynom laft sich als Produkt einiger Primpolynome darstellen. Wenn
wir diese Darstellung erreichen kénnten, wiren wir schon einen Schritt weiter.
Es stellt sich nun als duferst hilfreich heraus, dass es nur zwei verschiedene
Arten von Primpolynomen gibt, ndmlich der Form

(z —a) bzw. ((z = b)* + )

Wenn das Primpolynom (z — a) ein Teiler des Polynoms p(z) (hat nichts mehr
mit dem p(z) von oben zu tun) ist, gibt es also ein ¢(z), sodass gilt: p(z) =
(z — a)g(z). Dann ist a jedoch eine Nullstelle von p(z). kommt ein Prim-
polynom der Form (z — b)? + ¢? vor, miissen wir die komplexe Nullstelle von
p(z) berechnen. Wir erhalten eine Zerlegung also, indem wir die (eventuell
komplexen) Nullstellen des Polynoms berechnen. Dies machen wir nun fiir das
Nennerpolynom.

2.10.13 Wie ist die Voraussetzung fiir die Integration und Differen-
tation von Funktionsreihen?

Differentation:

Die Glieder der Reihe Y">7 | fu(z) seien differenzierbar. Konvergiert die Folge
der Ableitungen (f7,(%)),e/n gleichméRigund konvergiert die Reihe Y0~ fn ()
in wenigstens einem Punkt, so ist die Reihe Y 07 fn(z) gleichmiRig konvergent
und stellt eine differenzierbare Funktion dar. Es gilt:

F'@)= Y fala) | = fil@

n=0 n=0

Integration:
fn(x) auf [a, ] stetig, Y07 fn(x) gleichmiifig konvergent gegen F(x), dann gilt

\nw F(z)dz = W \w fn(z)dz

n=0"¢
2.10.14 Wie lautet der Grenzwertsatz?

von Abel?

siehe 2.5.11

Fiir Folgen:

Die Folge (a,)ne|n heifit konvergent gegen a, wenn in jeder e-Umgebung von a
fast alle Glieder der Folge liegen. Dabei versteht man unter der e-Umgebung von
adas Intervall Ja—e,a+e[:={z € |R: |[z—a| < e} = {z € |[R: a—e < z < a+e}.
“Fast alle” bedeutet: alle, bis auf endlich viele.

Es gilt also genau dann lim a,, = a, wenn in jedem Intervall Ja—¢, a+&[ unendlich
viele, aufserhalb aber hichstens endlich viele Glieder der Folge liegen.
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2.11 Stetigkeit

2.11.1 Wann heifdt eine Funktion stetig?

Es sei @ € D(f). Es heift f stetig an der Stelle a, wenn lim,_,, f(z) existiert
und gleich f(a) ist. Ist f stetig auf a € D, so heift f stetig auf D.

2.11.2 Stetigkeit von z” zeigen:

Anhand vom & — §-Kriterium zeigen.
Sei D C |[Rund f: D — |R eine Funktion. f ist genau dann in p € D stetig,
wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass

|f(z) — f(p)] <e frallex € Dmit |z —p| <d

Man kann dies auch in Worten ausdriicken:
f ist genau dann in p stetig, wenn gilt: Der Funktionswert f(z) weicht beliebig
wenig von f(p) ab, falls nur z hinreichend nahe bei p liegt.

2.11.3 Zeige, dass eine stetige Funktion injektiv ist, genau dann,
wenn sie streng monoton ist.

Sei f: I — |R eine stetige Funktion und I ein nicht entartetes Intervall. Zu
zeigen ist also:
finjektiv < f streng monoton

Natiirlich sind hier beide Richtungen zu zeigen:
“«”: Ist trivial. Wenn f streng monoton ist, gilt z <y = f(z) < f(y) bzw.
z >y = f(z)> f(y). Damit bilden verschiedene z auf verschiedene f(z) ab.

“=" Wir gehen also davon aus, dass f injektiv ist, d.h. z # y = f(z) # f(y).
Wir setzen:

—00 sonst
gim sup I, falls I nach oben beschraenkt
o 00 sonst

o= ﬁ inf I, falls I nach unten beschraenkt

Dann gilt fiir einen Punkt u € I entweder
Typ 1:
f(z) < f(u) fiir alle z < y und f(z) > f(u) > fiir alle 2 > u.

Typ2:
f(z) > f(u) > fiir alle z < y und f(z) < f(u) > fiir alle z > u.
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Denn fiir u > a ist {z|z < u} ein Intervall, auf dem die stetige Funktion den
Wert f(u) nicht annimmt (wegen der Injektivitit) und daher nach dem Zwi-
schenwertsatz entweder nur Funktionswerte < f(u) oder > f(u) besitzt. Im
Falle u < 8 gilt dasselbe fiir {z|z > u}.

Desweiteren kann es nicht sein, dass {z € I|lz < u} und {z € Ilz > u} beide
gleichzeitig nur Funktionswerte < f(u) oder > f(u) besitzen:

fiu)

[ ]
aml
¥

A\

1
1
|
|
I

u

Denn dann kénnte man a,b € I mit a < u < b fixieren und aus dem Zwischen-
wertsatz wiirde folgen, dass die Funktion f alle Werte zwischen [f(a), f(u)]
bzw. [f(b), f(u)] annehmen wiirde. Dann gébe es zu einigen Funktionswerten
Elemente, die beide auf denselben Funktionswert abbilden. Dies wére jedoch
ein Widerspruch zur Injektivitat.

Also sind alle Punkte u € I entweder vom Typ 1 oder vom Typ 2 und damit
streng monoton.
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2.12 Alles, was es sonst noch so gibt
2.12.1 Was ist ein b-adischer Bruch?

Fiir eine Zahl b > 2 ist ein b-adischer Bruch eine Reihe der Form:
oo
+ MU ab™"
n=—k

Dabei gilt k£ > 0 und 0 < a, < b.
Im Alltag benutzt man b-adische Briiche zur Basis b = 10. So wiirde eine Zahl
321 wie folg aussehen:

3-10% +2-10" +1-10°

Es gilt nun, dass jeder b-adische Bruch eine Cauchy-Folge ist.

Wann heift eine Folge Cauchy-Folge?
Eine Folge (a,)ne|n heift Cauchy-Folge, wenn es zu jedem & > 0 eine natiirliche
Zahl N gibt, sodass gilt:

lap, — am| < € fuer allen,m > N

Mit anderen Worten: Der Abstand zwischen den Folgegliedern wird fiir genii-
gend grofen Index beliebig klein.

2.12.2 Wie lautet der Approximationssatz von Weierstraft?

Jede stetige Funktion f : [0,1] — C lift sich gleichmiRig durch Polynome
approximieren.
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