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1 Einleitung

1.1 Ziele und Uberblick

Auf Folie 44 der Vorlesung , Programmierung” (WS 1999/2000 oder WS 2000/01) steht
folgendes Zitat von Ghezzi: ;A software engineer must of course be a good programmer,
be well-versed in data structures and algorithms, ...“. Und damit ist die Motivation fiir
diese Vorlesung mit dem ausfiihrlichen Titel ,, Datenstrukturen und Entwurfsmethoden fiir
effiziente Algorithmen* bereits beschrieben. Effizienz ist ein notwendiges (aber nicht hin-
reichendes) Kriterium fiir gute Software (und auch Hardware). Dies betrifft alle Bereiche
innerhalb der Informatik, wie die Entwicklung von Informationssystemen, Betriebssyste-
men, verteilten Systemen oder Hardware, und alle Anwendungen der Informatik, wie in der
Molekularbiologie, der Logistik, der Physik, der Chemie oder in den Ingenieurwissenschaf-
ten. Somit sind die Kenntnisse der Inhalte und Methoden dieser Vorlesung grundlegend
fiir alle Studierenden der Informatik, unabhéngig von der spéteren Spezialisierung.

Naive Losungen algorithmischer Probleme kénnen , praktisch unrealisierbar® sein, da die
bendtigten Ressourcen an Rechenzeit und/oder Speicherplatz nicht zur Verfiigung stehen.
Mit Hilfe des Einsatzes geeigneter Datenstrukturen und algorithmischer Methoden lassen
sich viele algorithmische Probleme effizient 16sen. Die Effizienz kann sich im praktischen
Gebrauch erweisen und zuvor mit Experimenten belegt werden. Besser ist es jedoch, ein
Produkt mit Giitegarantie herzustellen. Dies bedeutet den formalen Beweis, dass die Da-
tenstruktur oder der Algorithmus das Gewiinschte leistet (Korrektheitsbeweis), und die
Abschéitzung der bendtigten Ressourcen (Analyse). Daher gehoren zu dieser Vorlesung
stets auch Korrektheitsbeweise und Analysen der benétigten Ressourcen. In der Vorle-
sung , Programmierung® wurden Effizienzaspekte ausgespart. Die Datenstrukturen, die in
der Vorlesung , Programmierung® vorgestellt wurden, werden hier also unter dem Effizi-
enzaspekt noch einmal beleuchtet. Effizienzanalysen haben hiufig direkte Auswirkungen
auf den Algorithmenentwurf. Sie decken namlich Schwachstellen von Algorithmen auf und
geben Hinweise darauf, wo sich Verbesserungen besonders lohnen.

Wie entwirft man nun fiir ein gegebenes Problem einen effizienten Algorithmus? Zunéchst
bendtigen wir grundlegende Kenntnisse iiber das Gebiet, aus dem das Problem stammt.
Dieses Wissen kann in spéteren Spezialvorlesungen erlernt werden oder es wird direkt bei
der Bearbeitung des Problems erworben. In dieser grundlegenden Vorlesung werden wir
nur solche Probleme behandeln, fiir die derartige Spezialkenntnisse nicht erforderlich sind.

Dariiber hinaus ist der Entwurf effizienter Algorithmen ein Handwerk, wobei Meisterlei-
stungen nur mit viel Erfahrung, dem richtigen Gefiihl fiir das Problem und einer Portion
Intuition, manchmal auch Gliick, erbracht werden. Ziel unserer Vorlesung muss es also
sein, das notwendige Handwerkszeug bereitzustellen und dieses praktisch zu erproben.

Die Umsetzung effizienter Algorithmen erfordert schliefflich noch den Einsatz passender
Datenstrukturen. Wenn wir z. B. das Objekt b in einer Folge aq,...,a, von Objekten
zwischen a; und a;,; einfiigen wollen, hingt die Realisierung dieses Befehls sehr davon
ab, wie wir die Daten verwalten. Kéonnen wir direkt auf a; zugreifen oder miissen wir
a; erst suchen? Falls wir a; suchen miissen, ist das nur auf die umstéandliche Weise, die



Folge von a; bis a; zu durchlaufen, moéglich? Kénnen wir b direkt hinter a; einfiigen,
oder miissen wir erst durch Verschiebung von a;.1,...,a, Platz fiir b schaffen? Passende
effiziente Datenstrukturen bilden also das Kernstiick aller effizienten Algorithmen.

Die von uns behandelten Probleme sind so ausgewihlt, dass es sich einerseits um wich-
tige und interessante Probleme handelt und andererseits bei der Losung dieser Probleme
allgemeine Prinzipien und Methoden erlernt werden konnen. Da der zweite Aspekt auf
lange Sicht der wichtigere ist, werden wir in Kapitel 1 mit zwei Problemen beginnen,
deren Losung sich nicht lohnen wiirde, wenn wir dabei nicht das allgemeine Vorgehen
exemplarisch kennenlernen wiirden.

Unser Vorgehen soll unabhéngig von speziellen Rechnern und Programmiersprachen sein.
Moderne Programmiersprachen enthalten geniigend grofie Anteile ,,imperativer Program-
miersprachen”, um die Umsetzung der von uns behandelten Datenstrukturen und Ent-
wurfsmethoden zu unterstiitzen. Die Akzeptanz neuer Methoden durch Informatikerinnen
und Informatiker in der Praxis und dariiber hinaus durch Programmiererinnen und Pro-
grammierer hangt wesentlich von der einfachen Verfiigbarkeit dieser Methoden ab. Obwohl
in zahlreichen Lehrbiichern und Skripten ausfiihrlich beschrieben, wurden effiziente Da-
tenstrukturen in der Praxis viel zu wenig eingesetzt. Inzwischen steht mit LEDA eine
Programmbibliothek fiir die wichtigsten Datenstrukturen zur Verfiigung. Wir wollen uns
daher in dieser Vorlesung nicht damit aufhalten, Datenstrukturen zum wiederholten Mal
zU programmieren.

In diesem einfithrenden Kapitel werden, wie schon angesprochen, zwei exemplarische Pro-
bleme ausfiihrlich gelost. Um einen Bezugspunkt fiir die Messung von Rechenzeit und
Speicherplatz zu haben, wird das Modell der Registermaschinen als Rechnermodell vor-
gestellt. Schliellich werden grundlegende KomplexitdtsmafBle diskutiert und der Gebrauch
der O-Notation wiederholt und gerechtfertigt.

In Kapitel 2 werden grundlegende Datenstrukturen wie Arrays, Stacks, Queues, Listen,
Baume und Graphen behandelt und auf einfache Probleme angewendet.

In Kapitel 3 konzentrieren wir uns auf dynamische Datenstrukturen. Dies sind Datenstruk-
turen, bei denen die zu speichernde Datenmenge nicht statisch vorgegeben ist, sondern
sich wihrend der Anwendung dynamisch é&ndert. Operationen wie das Einfiigen und Ent-
fernen von Daten miissen unterstiitzt werden. Die zwei wichtigsten Methodenklassen sind
das Hashing und der Entwurf balancierter Suchbaume.

In Kapitel 4 wird das Problem, n Objekte zu sortieren, ausfiihrlich behandelt. Sortieral-
gorithmen sind vermutlich die immer noch am héufigsten benutzten Unterprogramme.
An diesem Problem werden wir exemplarisch zeigen, dass in der Umgebung paralleler
Rechner andere Algorithmen effizient sind als in der Umgebung sequentieller Rechner.

SchlieBlich wenden wir uns in Kapitel 5 Entwurfsmethoden fiir effiziente Algorithmen zu.
Dabei werden wir allgemeine Methoden kennenlernen und exemplarisch anwenden.

Bei vielen Optimierungsproblemen ist es naheliegend, die einzelnen Teile der Lésung lokal
zu optimieren. Wir diskutieren, wann derartige greedy (gierige) Algorithmen zu optima-
len oder zumindest guten Losungen fithren. Mit der dynamischen Programmierung wird
der Gefahr begegnet, Teilprobleme wiederholt zu behandeln. Dagegen wird mit Branch-



and-Bound Methoden versucht, den Suchraum gezielt so zu durchsuchen, dass auf die
Untersuchung grofler Bereiche verzichtet werden kann, weil bereits klar ist, dass dort
keine optimalen Losungen liegen. Divide-and-Conquer ist eine wohlbekannte Entwurfs-
methode fiir Algorithmen. Nach einer allgemeinen Analyse dieses Ansatzes wollen wir
etwas ausgefallenere Anwendungen kennenlernen: die Berechnung néchster Nachbarn in
der Ebene, die Multiplikation quadratischer Matrizen und die FFT (Fast Fourier Trans-
form), die in der Bild- und Signalverarbeitung grundlegend ist. Die Sweepline Technik,
die viele Anwendungen in der algorithmischen Geometrie hat, wird mit einer Beispielan-
wendung vorgestellt. Die Methode des Backtracking ist sicherlich den meisten bekannt.
Fiir eine effiziente Anwendung, z. B. in der Schachprogrammierung, ist es auch hier nétig,
die Suche so zu gestalten, dass viele Bereiche des Suchraumes nicht nédher betrachtet wer-
den. Die Strategie des a-f-Pruning wird diskutiert. Abschliefend wird eine Einfithrung
in randomisierte Suchheuristiken gegeben, dazu gehéren die randomisierte lokale Suche,
Simulated Annealing, Tabu Search und evolutionéire Algorithmen.

Zur Erfolgskontrolle am Ende des Semesters werden die angestrebten Lernziele aufgelistet:

- Kenntnis elementarer Datenstrukturen, ihrer Eigenschaften, Vor- und Nachteile,
- Kenntnis wichtiger Entwurfsmethoden fiir effiziente Algorithmen,
- Kenntnis effizienter Algorithmen fiir grundlegende Probleme,

- Erfahrung in der Anwendung von Datenstrukturen und Entwurfsmethoden auf neue
Probleme,

- Erfahrung in der Umsetzung von Datenstrukturen und Algorithmen in lauffahige
Programme sowie Erfahrung im Einsatz von Programmbibliotheken,

- Kenntnis von Methoden, um die Effizienz von Datenstrukturen zu messen,

- Kenntnis von Methoden, um die Komplexitit eines Problems abzuschétzen, d.h. zu
zeigen, dass gewisse Ressourcen fiir die Losung eines Problems notwendig sind.

Die Verwirklichung dieser Lernziele wird durch Vorlesung, Skript und Ubungsgruppen
unterstiitzt, aber nicht garantiert. Neben der Mitarbeit in der Vorlesung (Fragen stellen,
mitdenken, mitschreiben, verschiedene Losungen diskutieren) wird von den Teilnehmerin-
nen und Teilnehmern der Vorlesung mehr erwartet. Der Stoff der Vorlesung kann nicht
durch einfaches Zuhoren in der Vorlesung und Lesen im Skript verstanden werden. Insbe-
sondere die komplexeren Sachverhalte konnen erst dann richtig verstanden werden, wenn
sie in eigenen Worten aufgeschrieben worden sind. Dies kann durch kein noch so gutes
Skript ersetzt werden. Hilfreich ist auch das Lesen von Lehrbiichern, da auf diese Weise
der gleiche Sachverhalt von verschiedenen Standpunkten beleuchtet wird. Schlieflich geht
schon aus den Lernzielen hervor, dass der Zweck der Vorlesung verfehlt wird, wenn nicht
Erfahrungen gesammelt werden. Diese kénnen nur durch eigensténdige Losung von theo-
retischen und praktischen Ubungsaufgaben erworben werden. Dabei ist eine Diskussion



der Aufgaben und von Losungsansédtzen in kleineren Arbeitsgruppen durchaus zu emp-
fehlen. Allerdings ist es im Hinblick auf Seminare, die Diplomarbeit und die Berufspraxis
unerlésslich, die Losungen selbst zu formulieren, die Programme selber zu schreiben und
die Losungen in der Ubungsgruppe selbst darzustellen. Die Leiterinnen und Leiter der
Ubungsgruppe sind nicht dazu da, Musterlésungen an die Tafel zu bringen.

1.2

Literatur

Die Vorlesung folgt keinem Lehrbuch. Jedes Lehrbuch, das sich mit Datenstrukturen
und/oder effizienten Algorithmen befasst, ist eine sinnvolle Ergédnzung zur Vorlesung.
Daher dient die folgende Liste nur als Orientierungshilfe.

A.V. Aho, J.E. Hopcroft, J.D. Ullman: The design and analysis of computer algo-
rithms, Addison-Wesley, 1974

A.V. Aho, J.E. Hopcroft, J.D. Ullman: Data structures and algorithms, Addison-
Wesley, 1983

R.K. Ahuja, T.L. Magnanti, J.B. Orlin: Network flows. Theory, algorithms and
applications, Prentice-Hall, 1993

G. Ausiello, P. Crescenzi, G. Gambosi, V. Kann, A. Marchetti-Spaccamela, M. Prot-
asi: Complexity and approximation, Springer, 1999

J. Bentley: Programming pearls, Addison-Wesley, 1986

T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest: Introduction to algorithms, MIT Press,
1990

R.L. Graham, D.E. Knuth, O. Patashnik: Concrete mathematics. A foundation for
computer science, Addison-Wesley, 1989

D.S. Hochbaum (Hrsg.): Approximation algorithms for NP-hard problems, PWS
Publishing Company, 1997

D.E. Knuth: The art of computer programming, Band 1-3, Addison-Wesley, 1981
D.C. Kozen: The design and analysis of algorithms, Springer, 1991

J.v. Leeuwen (Hrsg.): Handbook of theoretical computer science, Vol.A: Algorithms
and complexity, MIT Press, 1990

S. Martello, P. Toth: Knapsack problems, Wiley, 1990
K. Mehlhorn: Data structures and algorithms, Band 1-3, Springer, 1984

R. Motwani, P. Raghavan: Randomized algorithms, Cambridge Univ. Press, 1995



— T. Ottmann, P. Widmayer: Algorithmen und Datenstrukturen, BI, 1990

— C.H. Papadimitriou, K. Steiglitz: Combinatorial optimization: algorithms and com-
plexity, Prentice-Hall, 1982

— E.M. Reingold, J. Nievergelt, N. Deo: Combinatorial algorithms: theory and prac-
tice, Prentice-Hall, 1977

— R. Sedgewick: Algorithms, Addison-Wesley, 1983
— V.V. Vazirani: Approximation algorithms, Springer, 2000

— L. Wegener: Effiziente Algorithmen fiir grundlegende Funktionen, Teubner, 1989

Wer sich bisher um das Lesen englischsprachiger Literatur erfolgreich herumgedriickt hat,
sollte dieses Manko in diesem Semester ausgleichen.



1.3 Das Maxsummenproblem

Das Maxsummenproblem besteht in folgender Aufgabe. Fiir eine Folge ay, ..., a, ganzer
Zahlen, fiir die wir auf a; direkt zugreifen konnen, sei fiir 1 < i < 57 < n die Funktion f
definiert durch

fi,5) =a;+---+a;.
Es soll ein Paar (7, j) berechnet werden, fiir das f(7, j) maximal ist.

Fiir dieses Problem ist mir keine Anwendung bekannt. Allerdings lassen sich grundlegende
Vorgehensweisen unserer Vorlesung an Hand von vier Algorithmen zur Losung dieses
Problems veranschaulichen. Als Rechenschritte zéhlen wir die arithmetischen Operationen
und Vergleiche. Der zusétzliche Verwaltungsaufwand wird fiir alle Algorithmen gering sein.

Algorithmus 1.3.1: (der naive Algorithmus)

Es sollen alle f(7,7), 1 <i < j < n, berechnet werden und dann der maximale f-Wert er-
mittelt werden. Offensichtlich geniigen zur Berechnung von f(i, j) genau j —i Additionen.
Zur Maximumsbestimmung setzen wir MAX := a; = f(1,1). Jeder weitere f-Wert wird
mit dem aktuellen MAX-Wert verglichen. Wenn ein f-Wert grofler als MAX ist, ersetzt
er MAX.

Wir kommen zur Analyse des Algorithmus. Die Zahl der Vergleiche V;(n) ist um 1 kleiner
als die Zahl der Paare (i, 7). Es gibt genau j Paare (-, 7). Also ist

1 1 1
Viln)= > j—1:§n(n+1)—1:§n2+fn—1.

1<j<n 2

Fiir die Zahl der Additionen A;(n) gilt nach unseren Voriiberlegungen

Aln)= 3 Y G-0=> > k

1<i<n i<j<n 1<i<n 0<k<n—i
1. .
=Y Y k= Y i)
1<i<n—1 1<k<i 1<i<n—1

N | —

D A S
1<i<n—1 1<i<n—1

— ; (é(n —Dn@2mn—-1)+1)+ ;(n - 1)n>

1 1
=-n’— —n.

6 6
Die Gesamtzahl der Operationen betrégt

1 1 1
Ti(n) :=Vi(n) + Ai(n) = 6n3 + §n2 + 3= L.



Algorithmus 1.3.2: (der normale Algorithmus)

So naiv wie der naive Algorithmus sollte eigentlich niemand sein, selbst vor der Vorlesung
Datenstrukturen. Der naive Algorithmus berechnet a;+as fiir f(1,2), f(1,3),..., f(1,n),
also (n — 1)-mal. Allgemein ist es einfach, zur folgenden allgemeinen Erkenntnis zu gelan-
gen:

f(%] + 1) = f(lvj) —|—CL]'+1,

Wenn wir die f-Werte f(i, -) fiir festes i nach aufsteigenden j-Werten berechnen, geniigen
also fiir alle f(i,-)-Werte genau n — ¢ Additionen. Es gilt nun

1 1
Va(n) = Vi) = 2n? + 20— 1,
2 2
. 1, 1
As(n)= > (n—i)= > k:§n—§n,
1<i<n 1<k<n—1

Ty(n) =n* — 1.

Die néchste Verbesserung greift auf eine allgemeine Entwurfsmethode fiir effiziente Al-
gorithmen zuriick. Um einen wesentlichen Fortschritt zu erzielen, diirfen wir nicht mehr
alle f-Werte berechnen. Diese Erkenntnis liefert uns die Analyse des normalen Algorith-
mus! Wir greifen auf den Wahlspruch von Louis XI zuriick, der manchmal auch César
zugeschrieben wird: Divide et impera, neudeutsch: Divide and Conquer. Die Lésung eines
groflen Problems wird auf die Losung mehrerer kleinerer Probleme zuriickgefiihrt, wobei
sich die Losungen der kleinen Probleme effizient zu einer Losung des grofien Problems
verbinden lassen. Die Methode fiihrt typischerweise auf rekursive Algorithmen, da ja die
kleineren Probleme wieder in noch kleinere Probleme zerlegt werden, usw. Daher ist es
wichtig, dass die kleineren Probleme entweder vom gleichen Typ wie das Ausgangsproblem
oder aber einfach zu 16sen sind.

Algorithmus 1.3.3: (Divide-and-Conquer Algorithmus)

Der einfacheren Darstellung in diesem einfiihrenden Beispiel wegen nehmen wir an, dass
n = 2F eine Zweierpotenz ist. Wir zerlegen die Menge der zu untersuchenden Paare
(1,7), 1 <i<j<n,in drei disjunkte Klassen:

- 1<i<j<n/2
— 1<i<n/2<j<n,
- n/2<i<j<n.

Wenn wir die Probleme fiir die drei Klassen von Paaren (i, j) gelost haben, d.h. jeweils
auch den maximalen f-Wert kennen, geniigen zwei Vergleiche, um den Gesamtsieger zu
berechnen. Das erste und das dritte Problem sind vom gleichen Typ wie das Ausgangs-
problem, nur hat die Zahlenfolge halbe Lénge. Diese Probleme werden rekursiv mit dem



Divide-and-Conquer Ansatz gelost. Was aber geschieht mit dem zweiten Problem? Hier
denken wir uns eine effiziente, direkte Losung aus. Fiir 1 < <n/2 < j <n sei

g(i) == @ + -+ anjp und h(j) = apjoi1 + - + a;.

Dann gilt offensichtlich
[, ) = g(i) + h(j)

und, um f zu maximieren, konnen wir beide Summanden einzeln maximieren. Dazu be-
rechnen wir, analog zum normalen Algorithmus, in dieser Reihenfolge g(n/2) = a2,
g(n/2—1),...,9(1) und danach den maximalen g-Wert. Es geniigen n/2 — 1 Vergleiche
und n/2 — 1 Additionen. Die Berechnung des maximalen h-Wertes verlduft auf analoge
Weise. Mit einer Addition des maximalen g-Wertes und des maximalen h-Wertes erhalten
wir den maximalen f-Wert fiir alle Paare (i, j) aus der zweiten Klasse. Das zweite Problem
lasst sich also mit n — 1 Additionen und n — 2 Vergleichen, insgesamt 2n — 3 Operationen
16sen, obwohl die zweite Klasse n?/4 Paare (i, j) enthélt.

Wir kommen nun zur Analyse des Divide-and-Conquer Algorithmus. Zur Losung des
Problems 16sen wir rekursiv zwei Probleme halber Grofle, mit 2n — 3 Operationen ein
andersartiges Problem und berechnen aus diesen drei Losungen mit 2 Vergleichen die
Gesamtlosung. Der rekursive Algorithmus fithrt also zu einer Rekursionsgleichung fiir die
Zahl der benotigten Operationen:

Ts5(1) =0, T5(2%) = 2752 1) +2-2F — 1.

Wie l6sen wir nun derartige Gleichungen? Um ein Gefiihl fiir diese Gleichungen zu be-
kommen, setzen wir fiir T3(2%"!) wieder die Rekursionsgleichung ein, usw.

2T5(28 1) + 2.2 — 1

AT5(2672) 4 2(2- 281 — 1)+ 2.2k — 1
4T3(2k72) + (2k+1 _ 2) + <2k+1 _ 1)

— 8T3(2k—3) 4 (2k+1 o 4) + (2k+1 _ 2) + (2k+1 o 1)

T5(2F)

Nun raten wir die Losung der Rekursionsgleichung
T5(2%) = 2'T (25 + D (M1 — 271,
1<i<l

und verifizieren unsere Vermutung mit einem Induktionsbeweis. Wir benutzen, da wir
T5(1) kennen, die spezielle Losung fiir [ = k.

T3(28) =2"T3(1) + > (M -2t
1<i<k
=2k2%F — (28 — 1) = 2k — 1)2F + 1
= (2logn — 1)n+ 1.
Am Ende dieser Vorlesung sollte jede aktive Teilnehmerin und jeder aktive Teilnehmer in
der Lage sein, in dhnlicher Ausgangssituation zu diesem Algorithmus und seiner Analyse
zu kommen. Aber wir haben noch einen Trick im Zylinder.

8



Algorithmus 1.3.4: (Dynamische Programmierung)

Die allgemeine Strategie der dynamischen Programmierung werden wir erst am Ende
der Vorlesung diskutieren. Hier wollen wir speziell auf unser Problem eingehen. Welche
Informationen iiber das Teilproblem auf dem Bereich [1,k — 1] benétigen wir, um mit
Hilfe dieser Informationen und dem Wert von a; das Teilproblem auf [1, k] zu 16sen und
die Informationen bereit zu stellen, um Probleme auf noch grofleren Bereichen l6sen zu
kéonnen? Die Menge moglicher Losungen fiir den Bereich [1, k] zerlegen wir nun disjunkt
in zwei Mengen:

S1<i<j<k-1,

~1<i<j=k

Die erste Menge beschreibt ein Problem vom selben Typ und wir merken uns in der
Variablen A;_; den maximalen Wert fiir den Bereich [1,k — 1]. Der zweite Bereich ist
wiederum einfacher zu behandeln, da alle erlaubten Losungen mit dem Wert a; enden. Den
besten Wert fiir die zweite Menge merken wir uns in den Variablen Bj. Die Initialisierung
der Werte ist einfach: A; = a; und By = ay. Zur Berechnung von By, k > 2, betrachten
wir die Félle i < k und ¢ = k. Fiir 7 < k betrachten wir Bereiche [i, £ — 1] und zusétzlich
ay. Falls i = k ist, ist der Wert a;. Also ist

By = max {By_1 + ag, ax}

und kann mit zwei Operationen berechnet werden. Aufgrund unserer Aufteilung der Men-
ge moglicher Losungen folgt
Ak = Imax {Akfh Bk}

und A; kann mit einem Vergleich berechnet werden. Da diese Operationen fiir & €
{2,...,n} durchgefiihrt werden, folgt

Ty(n) =3n — 3.

Natiirlich miissen wir uns die A- und B-Werte nur so lange merken, bis das néchste
Wertepaar berechnet ist.

In der folgenden Tabelle haben wir die Ergebnisse noch einmal zusammengestellt.



naiv normal | Divide-and-Conquer | Dyn. Prog.
n P+ InP+in—1| n?—1 (2logn — 1)n+1 3n—3

2?2 = 4 19 15 13 9
21 = 16 815 255 113 45
26 = 64 45759 4095 705 189
28 = 256 2829055 65535 3841 765
210 = 1024 179481599 1048575 19457 3069
215 = 32768 >5-10"2 ~ 10° 950273 98301

Tabelle 1.3.1

Die Rechenzeiten ,richten sich“ nach den GréSenordnungen (n®, n?, nlogn, n) und

nicht nach den konstanten Vorfaktoren (%, 1, 2, 3). Es sollte sich das beruhigende Gefiihl
breitmachen, dass es sich lohnt, effiziente Algorithmen zu entwerfen. Die Zeit, um effi-
zient eine Folge der Linge 2'° zu bearbeiten, ist kiirzer als die Zeit, um eine Folge der
Lange 2'2, 2° bzw. 27 mit den Algorithmen Divide-and-Conquer, normal bzw. naiv zu
bearbeiten.

1.4 Das MAXMIN-Problem

Das MAXMIN-Problem besteht in der folgenden Aufgabe. Fiir eine Folge aq,...,a, ver-
schiedener Zahlen sollen die grofite und kleinste bestimmt werden. Dieses Problem ent-
spricht dem Problem, einen Turnierplan mit moglichst wenigen Spielen aufzustellen, bei
dem unter der Annahme, dass immer der bessere Spieler gewinnt, der Champion und der
Absteiger bestimmt werden.

Algorithmus 1.4.1:

1. Bestimme den Champion.

2. Bestimme unter allen Spielern, die in Schritt (1) noch nicht gewonnen haben, den
Absteiger.

Wir wissen bereits, wie wir den Champion mit n — 1 Spielen bestimmen. Es ist klar,
dass ein Spieler, der bereits ein Spiel gewonnen hat, nicht der Absteiger ist. Fiir die
bendtigte Zahl von Spielen ist es also entscheidend, wieviele Spieler in (1) nicht verloren
haben. Geméafl Kapitel 1.3 lassen wir nach jedem Spiel den Gewinner auch im néchsten
Spiel antreten, wahrend der Verlierer in die Abstiegsrunde kommt. Wenn im ersten Spiel
bereits der Champion antritt, bestreitet er alle n—1 Spiele zur Ermittlung des Champions.
Zur Ermittlung des Absteigers treten noch n — 1 Spieler an, und wir bendtigen weitere
n — 2 Spiele. In diesem schlechten Fall brauchen wir also 2n — 3 Spiele. Wenn wir jedoch
Gliick haben, kommen wir mit n — 1 Spielen aus, dann ndmlich, wenn die Spieler zufillig
beziiglich ihrer Spielstirke vom Absteiger zum Champion sortiert sind.
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Hierbei sehen wir schon, dass die Rechenzeit im schlechtesten Fall von der im besten
Fall erheblich abweichen kann. In diesem Fall konnte uns die durchschnittliche Rechenzeit
interessieren. Hier wollen wir jedoch die Zahl der Spiele im schlechtesten Fall minimieren.

Algorithmus 1.4.2:
1. Fithre [n/2] Spiele mit verschiedenen Spielern durch.
2. Bestimme den besten unter den |n/2]| Gewinnern der 1. Runde.
3. Bestimme den schlechtesten unter den |n/2] Verlierern der 1. Runde.

4. Falls n ungerade, lasse den Spieler, der an der 1. Runde nicht beteiligt war, gegen
den Sieger aus der Championrunde (2) und den Verlierer der Abstiegsrunde (3)
antreten.

Die Zahl der Spiele in Algorithmus 1.4.2 lésst sich leicht bestimmen.

1. |n/2]
2. [n/2] —1
3. [n/2] — 1

4. 0, falls n gerade, und 2, falls n ungerade.

Die Gesamtzahl der Spiele betrigt also 3n/2 — 2, falls n gerade ist, und 3|n/2], falls n
ungerade ist. Damit betréigt die Zahl der Spiele in jedem Fall n+ [n/2] —2. Wenn uns nun,
auch bei langerem Nachdenken, kein besserer Turnierplan einfallt, méchten wir gerne mit
dem Nachdenken aufhoren, aber auch nicht von der Angst geplagt werden, dass anderen
ein besserer Turnierplan einféllt. Unsere Ruhe finden wir erst wieder, wenn wir bewiesen
haben, dass es keinen besseren Turnierplan geben kann.

Satz 1.4.3: Das MAXMIN-Problem kann mit n + [n/2] — 2 Vergleichen, aber nicht mit
weniger Vergleichen gelost werden.

Beweis: Algorithmus 1.4.2 kommt mit n + [n/2] — 2 Vergleichen aus. Fiir den Beweis
der unteren Schranke, also den Beweis, dass weniger Vergleiche nicht ausreichen, arbeiten
wir wieder mit der Sprache der Tennisturniere. Um den Champion und den Absteiger zu
kennen, miissen wir von n— 1 Spielern wissen, dass sie nicht Champion sind, und von n—1
Spielern wissen, dass sie nicht Absteiger sind. Nichtchampions miissen ein Spiel verloren
haben, und Nichtabsteiger miissen ein Spiel gewonnen haben. Insgesamt bendétigen wir
2n — 2 Informationseinheiten.

Ein Spiel kann maximal 2 Informationseinheiten liefern. Wir teilen die Spieler in vier
Kategorien:

1. 7-Spieler: Sie haben noch nicht gespielt.
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2. +-Spieler: Sie haben schon gewonnen, aber noch nicht verloren.
3. —-Spieler: Sie haben schon verloren, aber noch nicht gewonnen.

4. 4-Spieler: Sie haben schon gewonnen und schon verloren.

Fiir +-Spieler haben wir bereits ausreichende Informationen, sie sollten nicht mehr spielen.
Fiir die anderen Kombinationen iiberlegen wir uns, wieviele Informationseinheiten sie
liefern.

—_

. 7/7-Spiele liefern auf jeden Fall 2 Informationseinheiten.

[\

. +/+-Spiele und —/—-Spiele liefern auf jeden Fall eine Informationseinheit.

w

. +/7- und —/7-Spiele liefern mindestens eine Informationseinheit (4+ gewinnt bzw.
— verliert) und in gliicklichen Féllen zwei Informationseinheiten.

=~

. +/—-Spiele miissen keine Informationen liefern (4 gewinnt), kénnen aber zwei In-
formationseinheiten liefern.

Da wir vorher nichts {iber die Spielstirke wissen, ist die Situation fiir uns so, als wiirde
der Teufel den Spielausgang festlegen. Dieser muss uns nur in 7/7-Spielen zwei Informati-
onseinheiten zugestehen. Jeder Spieler ist jedoch nur in einem Spiel ein ?-Spieler, danach
ist er +- oder —-Spieler. Die maximale Zahl von 7/7-Spielen betragt also |n/2]. Um die
restlichen 2n — 2 —2|n/2| = 2[n/2] — 2 Informationseinheiten zu erhalten, benstigen wir
im worst case also mindestens 2[n/2] — 2 Spiele. Damit benotigen wir im worst case also
mindestens [n/2] 4+ 2[n/2] — 2 =n+ [n/2] — 2 Spiele. O

Fiir das MAXMIN-Problem haben wir eine vollstindige Losung. Wir haben fiir einen
Algorithmus bewiesen, dass er optimal ist. Dies ist leider die Ausnahme. Wir kennen
zwar viele Algorithmen, von denen wir glauben, dass sie zumindest fast optimal sind. Der
Beweis unterer Schranken ist allerdings in den meisten Féllen zu schwierig. Wir miissen
dabei fiir alle denkbaren Algorithmen beweisen, dass sie bestimmte Ressourcen benétigen.

Wir sollten noch festhalten, dass wir mit den Begriffen Turnier, Champion und Absteiger,
sowie der Kategorisierung der Spieler eine Fachsprache geschaffen haben, die es uns be-
sonders leicht macht, iiber unser Problem nachzudenken. Die Einbettung eines Problems
in die richtige Umgebung ist haufig der erste Schritt zur Problemlésung. Auf diese Weise
wird assoziatives und damit kreatives Denken unterstiitzt.

1.5 Registermaschinen

In den beiden bisher behandelten Problemen haben wir auf zwar sinnvolle, aber dennoch
willkiirliche Weise festgelegt, welche Operationen wir zéhlen wollen. Die tatséchliche Ent-
scheidung, wie Rechenschritte zu bewerten sind, hédngt von der jeweiligen Situation, dem
Problem, dem Algorithmus, dem Rechner und der verwendeten Programmiersprache ab.

12



Systematische Aussagen zur Komplexitéit und Effizienz von Algorithmen setzen dagegen
ein Rechnermodell voraus, das einerseits nahe genug an realen Rechnern ist, aber anderer-
seits maschinen- und programmiersprachenunabhéngige Untersuchungen von Algorithmen
ermoglicht. Das Modell der Registermaschinen (random access machine = RAM) ist der
bisher gelungenste und allgemein anerkannte Kompromiss zwischen beiden Anforderun-
gen.

Progrm

A

Y v
[b] o o) @] c(3)[ @] ..
Befehlszahler  Akkumulator Speicher

Abbildung 1.5.1: Aufbau einer RAM.

Die Inhalte des Befehlszédhlers, des Akkumulators und der Register sind natiirliche Zahlen,
die beliebig grof} sein konnen. Die Anzahl der Register ist unbeschrénkt, damit Program-
me fiir beliebige Eingabeldngen laufen konnen. Die Register haben auf natiirliche Weise
Adressen. Ein Programm ist eine endliche Folge von Befehlen aus einer noch zu spezifi-
zierenden Befehlsliste. Die Programmzeilen sind, mit 1 beginnend, durchnummeriert. Der
Befehlszahler b startet mit dem Wert 1 und steht spéter auf der Nummer des auszufiihren-
den Befehls. In den ersten Registern des Speichers steht zu Beginn die Eingabe, in den
weiteren Registern ebenso wie im Akkumulator 0. Am Ende der Rechnung stehen die
Ausgabedaten in vorher festgelegten Registern. Der Inhalt von Register ¢ wird mit c(4)
(c = contents) bezeichnet.

Wir listen nun die zuléssigen Befehle auf.

LOAD i : c(0) :=c(i), b:=b+ 1.
STORE i : c(i) :==¢(0), b:=b+ 1.
ADD i : c(0) :=¢(0) +¢(i), b:=b+1
SUB i : c(0) := max{c(0) — ¢(i),0}, b:==b+1
MULT i : c(0) := c(0) % (i), b:=b+1.
DIV i: c(0) := [c(0)/c(i)], b:=b+1
GO TO j b:=j.
IF ¢(0)? 1 GO TO j b:=j falls ¢(0)? [ wahr ist, und
b:=0b+ 1 sonst.
(Dabei ist 7 € {=,<, <, >, >})
END b:=b.

Die Befehle CLOAD, CADD, CSUB, CMULT und CDIV entsprechen den Befehlen ohne

den Prafix C (fiir Konstante), wobei auf der rechten Seite ¢(i) durch die Konstante i
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ersetzt wird. Die Befehle INDLOAD, INDSTORE, INDADD, INDSUB, INDMULT und
INDDIV entsprechen den Befehlen ohne den Prifix IND (fiir indirekte Adressierung),
wobei in den jeweiligen Zeilen c¢(7) durch c(c(7)) ersetzt wird.

Es sollte klar sein, dass es zwar miihevoll, aber nicht schwierig ist, alle Algorithmen
und Programme auf Registermaschinen zu iibertragen. Ganze Zahlen lassen sich in zwei,
rationale Zahlen in drei Registern darstellen. Arrays und lineare Listen kénnen ebenso
benutzt werden wie allgemeine if-Abfragen und Schleifen. Durch die ausschlielliche Be-
nutzung von GO-TO-Sprungbefehlen werden die Programme schwer verstdndlich. Wir
werden Programme und Algorithmen daher nicht auf Registermaschinen iibertragen (das
wére eine schlimme Strafe), sondern behalten dieses Modell als allgemeines Modell im Hin-
terkopf. Die Zahl der Rechenschritte einer RAM unterscheidet sich jeweils nur um einen
konstanten Faktor von der Zahl der Rechenschritte konkreter Rechner. Daher werden wir
haufig auch vor allem die GroBenordnung der Anzahl der Rechenschritte betrachten, da
der konstante Faktor vom Rechnermodell abhéngt.

Ublicherweise wird das uniforme Kostenma$ verwendet, wobei jede Programmzeile mit
Ausnahme des Befehls END eine Kosteneinheit verursacht. Dieses Maf ist gerechtfertigt,
solange nicht mit sehr grolen Zahlen gerechnet wird. Rechenschritte mit sehr grolen Zah-
len kénnen viele normale Rechenschritte in sich ,, verstecken“. Dann ist das logarithmische
Kostenmaf realistischer. Die Kosten eines Rechenschritts entsprechen der Zahlenldnge der
dabei benutzten Zahlen.

Die Quintessenz dieser Betrachtungen ist die Folgende. Es gibt ein anerkanntes, aber
unhandliches Rechnermodell fiir eine exakte Betrachtung der Rechenzeit und des Spei-
cherplatzes. Rechenzeiten und Speicherplatzbedarf auf realen Rechnern unterscheiden sich
untereinander und von dem Referenzmodell der Registermaschine. Wenn wir Rechenzei-
ten, die sich nur um kleine konstante Faktoren unterscheiden, als ,,im wesentlichen gleich“
akzeptieren, konnen wir von der Rechenzeit eines Algorithmus unabhéngig vom betrach-
teten Rechnermodell reden. Unsere spiiteren Uberlegungen sind also fiir alle géingigen
Rechner giiltig. Bei einer grofleren Abhéngigkeit vom benutzten Rechner wire eine all-
gemeine Theorie von Datenstrukturen und Algorithmen nicht moglich. Wie wir mit ,jim
wesentlichen gleichen“ Rechenzeiten formal umgehen, diskutieren wir in Kapitel 1.7.

1.6 Komplexitidtsmafle

Definition 1.6.1: Die Laufzeit Tp(z) eines (RAM-) Programmes P auf einer Eingabe x
ist die Anzahl der bei Eingabe x auszufithrenden Befehle (uniforme Zeitkomplexitit). Bei
der logarithmischen Zeitkomplexitit T () werden jedem ausgefiihrten Befehl so viele
Kosteneinheiten zugeordnet, wie in diesem Befehl Bits verarbeitet werden.

Definition 1.6.2: Der Platzbedarf Sp(z) eines (RAM-) Programmes P auf einer Eingabe
x ist die Anzahl der benutzten Register (uniformer Platzbedarf). Beim logarithmischen
Platzbedarf S3%(x) werden fiir jedes benutzte Register die Bits der groBten in ihm gespei-
cherten Zahl gezéhlt.
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Eine gemeinsame Minimierung von Rechenzeit und Speicherplatz ist wiinschenswert, aber
nicht immer erreichbar. Es gibt Probleme, bei denen das kleinste erreichbare Produkt aus
Rechenzeit und Speicherplatz beweisbar wesentlich grofler als das Produkt aus der besten
erreichbaren Rechenzeit und dem besten erreichbaren Platzbedarf ist. Es gibt dann einen
sogenannten Trade-off zwischen Rechenzeit und Platzbedarf. Fiir die in dieser Vorlesung
behandelten Datenstrukturen und Algorithmen wird fast immer nur wenig Speicherplatz
bendtigt. Wir konzentrieren uns daher auf die Laufzeit von Algorithmen. Da wir nie mit
Zahlen arbeiten werden, die wesentlich gréfler als die Zahlen in der Eingabe und Ausgabe
sind, beschrinken wir uns auf die uniformen Komplexitédtsmafe.

Schon fiir die meisten einfachen Algorithmen ist die geschlossene Berechnung von Tp(x)
fiir alle Eingaben = sehr kompliziert oder zu schwierig. Wir kénnen Tp zwar mit einer
leichten Modifikation des Programms P berechnen, jedoch ist dies wenig hilfreich. Wir
mochten ja die Komplexitat von P kennen, ohne P erst zu benutzen. Daher suchen wir
nach aussagekriftigen und gleichzeitig prignanten Kennzahlen fiir die Laufzeit eines Al-
gorithmus.

Definition 1.6.3: Fiir eine Eingabe x sei |z| die Linge der Eingabe (z.B. die Anzahl
der in = enthaltenen Zahlen oder die Bitlange von z). Die worst case Rechenzeit des
Programms P auf Eingaben der Léange n ist definiert durch

Tp(n) :=sup{Tp(x)| |z| = n, = Eingabe fiir P}.

Es sei g, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der Eingaben der Lange n. Die
average case (durchschnittliche) Rechenzeit des Programms P auf Eingaben der Lénge n

ist definiert durch
Tpg,(n):= Y Tp(x)gn(z).

|z|=n,
x Eingabe fir P

Obwohl die Definition von Tp(n) von allen Eingaben x der Liange n abhéngt, kann es sehr
wohl moglich sein, die worst case und average case Rechenzeit auszurechnen, ohne alle
Tp(zx) auszurechnen.

Die worst case Rechenzeit gibt uns die Sicherheit, in keinem Fall eine grofiere Rechenzeit
zu bendtigen. Haufig ist sie wesentlich einfacher zu berechnen als die average case Re-
chenzeit und trifft dennoch die wesentliche Aussage. Fiir viele Algorithmen ist ndmlich
die Rechenzeit fiir alle Eingaben einer bestimmten Lénge ungefidhr gleich grofl. Dies gilt
fiir unsere Algorithmen fiir das Maxsummenproblem ebenso wie fiir den optimalen (fiir
den worst case) Algorithmus fiir das MAXMIN-Problem. Dies ist jedoch fiir Algorithmus
1.4.1 nicht mehr der Fall. Wir werden in dieser Vorlesung noch wesentlich krassere Bei-
spiele kennenlernen (Stichwort Quicksort). In vielen Anwendungen ist es sicher giinstiger,
im Durchschnitt eine geringe Rechenzeit zu haben, als sich nur fiir den ungiinstigen Fall
ZU wappnen.

Die average case Rechenzeit ist aber leider kein einfach zu handhabendes Mafl. Welche
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist der jeweiligen Situation angemessen? Aus Unkenntnis
iitber die ,wahre“ Verteilung wird haufig die Gleichverteilung gewéhlt. Wenn die wahre
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Verteilung anders aussieht, ist die berechnete average case Rechenzeit ohne Aussagekraft.
Hinzu kommt, dass es fiir die meisten nicht ganz einfachen Algorithmen bisher nicht
gelungen ist, eine zufriedenstellende Analyse der average case Rechenzeit durchzufiihren.
Wir miissen uns daher im Allgemeinen mit der Berechnung oder sogar einer Abschétzung
der worst case Rechenzeit zufrieden geben. Pessimisten konnen nicht enttduscht werden.

Beispiel 1.6.4: Der vermutlich am h&ufigsten in Programmen benutzte Befehl ist die
Addition von 1 zu einer Zahl i. Betrachten wir dafiir die Taktzahl eines von Neumann
Addierwerkes als Komplexitdtsmafl. Diese ist offensichtlich um 1 gréfer als die Zahl der
Einsen am Ende der Bindrdarstellung von .

Wir betrachten nun Zahlen ¢ der Lange n, d.h. 0 < i < 2" — 1. Die worst case Rechenzeit
betragt offensichtlich n + 1 fiir die Eingabe ¢ = 2" — 1. Wir kommen zur Berechnung der
average case Rechenzeit bei Gleichverteilung auf der Eingabemenge, d.h. jede Zahl 7 ist
mit Wahrscheinlichkeit 27" die Eingabezahl. Sei i = (i,_1,...,40) die Bindrdarstellung
von i und sei k der kleinste Index mit 4, = 0. Es gibt 2"~* Eingaben, die mit (0,1,...,1)
enden, wobei am Ende £—1 Einsen stehen. Fiir diese Eingaben benotigt das von Neumann
Addierwerk k Takte. Hinzu kommt die Eingabe i = 2" — 1, die n 4+ 1 Takte benotigt. Die
average case Rechenzeit betrigt also

277 N 2"k + (n+1)).

1<k<n
Dabei gilt
Z 2nfkk — 21171 +2 . 2n72 +3 . 277,73 N +n2n7n
1<k<n

:2n71+2n72+2n*3+2n*4+...+20
H2n 2ot om0

+2n—3+2n—4+_“+20

+2°
=@ =D+ DT DT D4 (27 1)
=2" —2—n

Damit betrégt die average case Taktzahl

272" —2—n+(n+1)=2-2""

Es geniigen durchschnittlich knapp 2 Takte, im worst case werden jedoch n 4+ 1 Takte
durchgefiihrt.
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Im obigen Beispiel war es moglich, die average case Rechenzeit direkt, also ohne Tricks,
auszurechnen. Dazu mussten wir aber die Summe aller 2" %k, 1 < k < n, berechnen.
Héaufig konnen die Rechnungen mit geeigneten Tricks vereinfacht werden. Auch das wollen
wir hier am Beispiel sehen. Wir stellen ndmlich folgendes fest. Wenn die Addition von 1
genau m Takte dauert, dann wird die Anzahl der Einsen in der Bindrzahl um 2 —m gréfer
(fiir m > 2 wird die Anzahl der Einsen also kleiner). Fiir die Zahl ¢, 0 < ¢ < 2™ —1, sei m;
die zugehorige Anzahl der Takte. Wir sind an der Summe aller m;27" interessiert. Es ist
aber viel einfacher, die Summe aller 2 — m; zu bilden. Wir starten ndmlich mit 0 Einsen
in der Zahl 0, addieren 2™-mal 1 und enden mit einer Eins in der Zahl 2". Also ist

S= > 2-m)=1,

0<e<2n—1
> o omy=2-2"-1
0<i<2n—1

und
27" Y my=2-2""

0<i<27—1
Mit dem ,,richtigen“ Zugang zur Analyse haben wir Rechenarbeit eingespart. Bei kompli-
zierten Algorithmen ist eine Analyse oftmals nur mit derartigen Tricks moglich. Aber auch
diese Tricks fallen nicht vom Himmel, sondern folgen allgemeinen Methoden. Hier ist es
die Methode der Potenzialfunktionen, die im Hauptstudium in der Vorlesung , Effiziente
Algorithmen“ systematisch behandelt wird.

Wenn wir bei der Entwicklung eines Algorithmus innerhalb des Algorithmus eine Entschei-
dung treffen miissen, z.B. in welcher Reihenfolge wir Objekte behandeln wollen, wenn wir
glauben, dass diese Entscheidung die Rechenzeit wesentlich beeinflussen kann, und wenn
wir keine Idee haben, wie eine gute Entscheidung aussehen kann, dann ist es oftmals
ratsam, die Entscheidung dem Zufall zu iiberlassen. Randomisierte Algorithmen koénnen
auf zuféllige Bits zugreifen und den Algorithmusablauf von diesen Zufallsbits abhéngig
machen. Dann héngt die Rechenzeit selbst fiir eine feste Eingabe = vom Zufall ab, ist also
eine Zufallsvariable T,,. Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass T, = t ist, mit Prob(7, = t)
bezeichnet wird, ist
E(T,)= > t-Prob(T, =1)
0<t<oo

die erwartete Rechenzeit des Algorithmus fiir Eingabe x. Wir sind dann an randomisierten
Algorithmen interessiert, deren worst case (bezogen auf Eingaben gleicher Linge) erwar-
tete (bezogen auf die verwendeten Zufallsbits) Rechenzeit klein ist. Der Einsatz rando-
misierter Algorithmen ist inzwischen eine Selbstversténdlichkeit geworden. Zum Entwurf
und zur Analyse randomisierter Algorithmen sind grundlegende Kenntnisse der Wahr-
scheinlichkeitstheorie notwendig.

1.7 Groéflenordnungen

Es seien t1(n) und t3(n) die worst case Rechenzeiten von zwei Algorithmen A; und As,
die dasselbe Problem 16sen. Wir wissen bereits, dass ¢; und ¢, ,,etwas, aber nicht sehr®
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vom Rechnermodell abhédngen. Wann kénnen wir nun sagen, dass A; ,,im wesentlichen
besser* als A, ist? Zunéchst einmal sind Rechenzeiten fiir ,sehr kurze“ Eingaben nicht
wesentlich. Dariiber hinaus wollen wir , konstante Funktionen®“ nicht so wichtig nehmen
und ¢; und ¢, als ,im wesentlichen gleich“ bezeichnen, wenn t1(n)/ts(n) und t3(n)/t;(n)
durch eine Konstante nach oben beschrankt sind. In diesem Fall sprechen wir davon, dass
t; und to dieselbe Grofenordnung oder Wachstumsordnung haben. Hierbei vergrobern wir
natiirlich die Sichtweise. Fiir konkrete Algorithmen und Eingabelédngen kann ein Algorith-
mus, dessen Laufzeit eine groflere Wachstumsordnung hat und der damit asymptotisch
langsamer ist, durchaus besser sein. Fiir die Untersuchung der Groflenordnung hat sich
die so genannte O-Notation eingebiirgert.

Definition 1.7.1: Es seien f,g: N — R{.

1. f = O(g) (in Worten: f wéchst nicht schneller als g), wenn gilt: 3¢, ngVn > nyg :
f(n) < cg(n).

2. f=Q(g) (f wichst mindestens so schnell wie g), wenn g = O(f) ist.

3. f=0(g) (f und g sind von gleicher GréBenordnung), wenn f = O(g) und g = O(f)
gelten.

4. f=o(g) (f wichst langsamer als ¢), wenn f(n)/g(n) eine Nullfolge ist.

5. f =w(g) (f wiachst schneller als g), wenn g = o(f) ist.

Gleichungsfolgen in der O-Notation miissen stets von links nach rechts gelesen werden.
So sind
10n* +n = O(n?) = o(n?)

und
10n* +n = Q(n?) = w(n)

sinnvoll, wédhrend
10n* + n = o(n*) = O(n?)
ebenso sinnlos ist wie
10n* +n = O(n*) = Q(n?).
Lemma 1.7.2:
L. Vk>0: nfF=o(2").
dy

2. Es seien p; und py Polynome vom Grad d; bzw. ds, wobei die Koeffizienten von n
bzw. n?? positiv sind. Dann gilt

(a) p1 = O(p2) & dy = ds.
(b) p1 = o(p2) & di < dy.
(¢) p1 =w(p2) & dy > ds.
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3. VE>0, ¢ >0: log"n = o(n).
4. 272% = o(2M).

Beweis: Ubungsaufgabe. Gleichzeitig ein Beweis, dass die Analysis-Vorlesung Anwen-
dungen hat. O

Wir merken uns, dass logarithmische Funktionen (wie log” n) langsamer wachsen als po-
lynomielle Funktionen, zu denen wir hier selbst n® mit £ > 0 zdhlen. Bei verschiedenen
Polynomen entscheidet der Grad iiber die Gré8enordnungen. Alle Polynome wachsen lang-
samer als die exponentiellen Funktionen.

Die folgenden Tabellen sollen fiir typische Rechenzeiten untermauern, dass die Groéfen-
ordnung der Rechenzeit entscheidende Bedeutung hat. Die Leserin und der Leser sind
aufgefordert, ihre Einsichten dadurch zu vertiefen, dass sie die Tabellen mit Rechenzeiten
fortsetzen, die auch von 1 verschiedene Vorfaktoren und Summanden kleinerer Grofien-
ordnung haben. Wir nehmen an, dass ein Rechenschritt 0,001 Sekunden benétigt.

Maximale Eingabelénge bei Rechenzeit

T,(n) | 1Sek. 1Min. 1Std.
n 1000 60000 3600000
nlogn | 140 4895 204094
n? 31 244 1897
n? 10 39 153
2" 9 15 21

Tabelle 1.7.1

Trotz unserer Betonung der herausragenden Rolle der Groflenordnung von Rechenzeiten
soll stets versucht werden, die Rechenzeiten so genau wie moglich zu analysieren.

Mit der folgenden Tabelle wollen wir ausdriicken, wie sich die Gréflenordnung der Rechen-
zeit bei technologischen Fortschritten auswirkt. Um wieviel konnen wir bei vorgegebener
Rechenzeit die Eingabelédnge vergroflern, wenn die Rechner zehnmal so schnell werden? In
der folgenden Tabelle spielen iibrigens konstante Faktoren fiir die Rechenzeit keine Rolle.
Die folgenden Beziehungen wurden bei der Aufstellung der folgenden Tabelle benutzt:
log(10p) = logp + log 10 = log p, 3,16% ~ 10, 2,15% ~ 10 und 233 ~ 10.

Maximale Eingabeléinge in Abhéngigkeit der Technologie
T,(n) alt neu(d.h. 10-mal schneller)
n P 10p
nlogn P (fast 10)p
n? p 3,16p
n? [ 2,15p
2" P p+ 3,3

Tabelle 1.7.2

Tabelle 1.7.1 ist aus einem &lteren Lehrbuch entnommen, als die Zeit 0,001 Sekunden fiir
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einzelne Rechenschritte realistisch war. Mit Tabelle 1.7.2 kénnen wir Tabelle 1.7.1 leicht
aktualisieren. Wenn Rechner um den Faktor 10™ (der Wert von m héngt tatséchlich vom
Rechner ab, ist aber eine Konstante) schneller geworden sind, ergeben sich die folgenden
Werte: 10™p, fast 10™p, (3,16)™p, (2,15)™p und p + 3,3 - m.

Tabelle 1.7.2 macht einen strukturellen Unterschied zwischen den Rechenzeiten n, nlog n,
n?, n? einerseits und 2" andererseits deutlich. In den ersten vier Fillen wichst die zu
bearbeitende Eingabeldnge um einen konstanten Faktor, der vom Grad des Rechenzeit-
polynoms abhéngt. Im letzten Fall wéchst die zu bearbeitende Eingabeldnge nur um einen
konstanten Summanden. Um wieviel muss die Rechengeschwindigkeit steigen, damit Pro-
bleme der Eingabelédnge p + 100 bearbeitet werden kénnen?

Definition 1.7.3: Sei f: N — R{.

1. f heifit polynomiell beschriankt (wéchst polynomiell), wenn es ein Polynom p mit

f=O(p) gibt.

2. f wiichst exponentiell, wenn es ein € > 0 mit f = Q(2") gibt.

Aufgrund der obigen Diskussion nennen wir Algorithmen héchstens dann effizient, wenn
ihre Rechenzeit polynomiell wéchst. In bestimmten Situationen schranken wir den Begriff
seffizient* weiter ein. So kénnen ©(n3)-Algorithmen fiir das Maxsummenproblem nicht
mehr effizient genannt werden. Sofern irgend moglich, sollten exponentielle Algorithmen
vermieden werden.
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2 Grundlegende Datenstrukturen

2.1 DMotivation und Vorgehensweise

Datenstrukturen dienen zur Abspeicherung von Daten und zusétzlichen Informationen,
um bestimmte Operationen zu unterstiitzen, also effizient zu ermoglichen. Sie werden hier
isoliert vorgestellt, wobei sie in der Praxis wichtige Bestandteile von Algorithmen sind. Es
ist daher stets niitzlich, sich Anwendungssituationen fiir die vorgestellten Datenstrukturen
zu iiberlegen. Genauso wichtig ist es, sich Situationen zu iiberlegen, in denen die behan-
delte Datenstruktur nicht geeignet ist. Natiirlich lassen sich verschiedene Datenstrukturen
auch kombinieren.

Wie bereits diskutiert, soll unsere Darstellung nicht auf eine bestimmte Programmierspra-
che zugeschnitten sein.

In der Praxis stellt ein Algorithmus Anforderungen auf, welche Operationen zu unter-
stiitzen sind. Die Analyse des Algorithmus fiithrt oft auch zu Aussagen, welche Operatio-
nen wie oft auf was fiir Daten auszufithren sind. Dann wird im Reservoir vorhandener
Datenstrukturen (z.B. LEDA) nach einer passenden Datenstruktur Ausschau gehalten.
Gegebenenfalls wird eine Datenstruktur der Situation angepasst oder eine neue Daten-
struktur entworfen, analysiert und in das bestehende Reservoir eingefiigt. In der Lehre
gehen wir anders vor. Wir lernen Teile des bestehenden Reservoirs mit ihren Eigenschaften
kennen und diskutieren Beispielanwendungen.

2.2 Arrays

Unter einem Array (oder Feld) verstehen wir einen Speicherbereich mit einer festgeleg-
ten Zahl von n Speicherplédtzen, in denen Daten eines bestimmten Typs abgelegt werden
konnen. Wir stellen uns vor, dass im Rechner (z.B. einer Registermaschine) ein fortlaufen-
der Speicherbereich fiir ein Array a reserviert ist, so dass auf das Datum a(i) an Position
i direkt (in Zeit O(1)) zugegriffen werden kann. Wir kénnen auf Daten aber nur iiber die
Positionen und nicht iiber Namen oder Eigenschaften direkt zugreifen. Damit folgt, dass
lokale Operationen wie z.B.

— ersetze das Datum an Position ¢ durch x

— vertausche die Daten an den Positionen ¢ und j
in konstanter Zeit durchfiihrbar sind. Dagegen ist die Operation

— entferne das Datum an Position j und schreibe es zwischen die Daten an den Posi-
tionen 7 und 7 + 1

fiir Arrays nicht lokal. Falls i < j ist, miissen die Daten an den Positionen ¢ + 1,...,7
verdndert werden. In einem Array der Lénge n konnen zwar Pldtze unbelegt sein (ein
Leerzeichen enthalten), aber eine Unterbringung von mehr als n Daten ist unmoglich.
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Arrays werden vornehmlich fiir Datenmengen einer festen Grofle verwendet. Derartige
Datenstrukturen heiflen statisch.

In vielen Anwendungen haben wir es mit sortierten Arrays zu tun. Die Daten stammen
dann aus einer vollstindig geordneten Menge und es gilt a(1) < --- < a(n). Dies erleichtert
die Suche nach einem Datum erheblich. In einem unsortierten Array kénnen wir die Suche
nach x nur mit der Aussage ,,x ist nicht im Array vorhanden“ beenden, wenn wir alle
Arraypositionen abgesucht haben. Fiir die Suche in sortierten Arrays wollen wir die drei
wichtigsten Suchstrategien beschreiben.

Lineare Suche: Es werden die Arraypléitze in der Reihenfolge 1,...,n untersucht. Die
Suche kann erfolgreich abgebrochen werden, wenn x gefunden wurde, und erfolglos abge-
brochen werden, wenn ein Datum y > z gefunden wurde. Die worst case Suchzeit betrigt
©(n) und wir ,erwarten auch in den meisten Fallen eine lineare Suchzeit. Nur wenn es
gute Griinde fiir die Annahme gibt, dass x in Bezug auf die Arrayobjekte klein ist, ist die
lineare Suche effizient.

Binére Suche: Wir vergleichen das Datum y = a([n/2]) mit dem gesuchten Objekt.
Falls n = 1, endet die Suche in jedem Fall. Ansonsten haben wir, falls x = y, x gefunden.
Falls x < y ist, fahren wir im Teilarray mit den Positionen 1,..., [n/2] — 1 rekursiv fort.
Falls x > y ist, fahren wir im Teilarray mit den Positionen [n/2] +1,...,n rekursiv fort.
Falls n = 2% — 1 ist, haben die Teilarrays die Groe 25~ — 1 und es folgt induktiv, dass k
Vergleiche stets ausreichen. Falls n > 2¥ — 1 ist, reichen nicht in jedem Fall k£ Vergleiche.
Also betrigt die worst case Anzahl an Vergleichen [log(n + 1)]. Wenn wir vorab wissen,
dass x im Array abgespeichert ist, sinkt diese Anzahl um 1. Andererseits kann eine Suche
niemals nach weniger als [log(n 4+ 1)] — 1 Vergleichen erfolglos abgebrochen werden. In
den meisten Fillen ist die gute worst case Anzahl an Vergleichen dafiir ausschlaggebend,
binér zu suchen.

Geometrische Suche: Wenn wir vermuten, dass x bezogen auf die Arraydaten relativ
klein ist, bildet die geometrische Suche einen guten Kompromiss zwischen linearer und
binérer Suche. Es sei 2F die gréfite Zweierpotenz, fiir die 2¢ < n ist. Dann werden die Daten
an den Positionen 2°, 2!, ..., 2* so lange mit x verglichen, bis = gefunden wurde oder ein
Datum y > x an einer Position 2™ gefunden wurde. Im zweiten Fall wird eine binére
Suche auf den Positionen 2™~ 1 4+ 1,...,2™ — 1 gestartet. Ist auch das Datum an Position
2" kleiner als z, wird eine binéire Suche auf den Positionen 2% +1, ..., n gestartet. Jede der
beiden Phasen erfordert hochstens [logn| +1 Vergleiche. Die geometrische Suche braucht
also niemals mehr als doppelt so viele Vergleiche wie die bindre Suche. Andererseits ist
sie fiir Daten = < a(2™), m klein, sehr effizient. Dann ist die Anzahl der Vergleiche durch
2m + 1 nach oben beschrénkt. Die geometrische Suche schligt die bindre Suche, falls
r < a(i) und i ~ n'/? ist.

In Kapitel 4.5 iiber Heapsort werden wir die hier diskutierten Ergebnisse iiber die drei
Suchstrategien anwenden.

Viele Datenmengen sind nicht von vornherein ,linear angeordnet“ wie eine Folge
ai,...,a,. Mehrdimensionale Arrays oder mehrdimensionale Matrizen miissen erst in eine
entsprechende Form gebracht werden. Eine (zweidimensionale) Matrix der Gréfie ny x ng
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wird zeilenweise (oder spaltenweise) abgespeichert. Das Element an Matrixposition (i, )
erhilt dann die Arrayposition (i — 1)ng + j, da ¢ — 1 vollstindige Zeilen und j — 1 Ele-
mente der i-ten Zeile vor ihr abgespeichert werden miissen. Viele Programmiersprachen
unterstiitzen selbst die Behandlung k-dimensionaler Arrays der Grofie nq X - - - X ny, direkt.
Aber irgend jemand hat die so genannte Speicherabbildungsfunktion beschreiben miissen.
Wir betrachten die Arrayposition (i1, ...,4). Vor dieser Position stehen

— 11 — 1 vollstdndige ny X - -+ X ng-Arrays,
— weitere 15 — 1 vollstdndige nz X - -+ X ng-Arrays, ...,

— weitere 7, — 1 Daten,

also steht das Element aus Arrayposition (iy,...,%,) in einem (eindimensionalen) Array
an Position
S G =1 JI nm+ i
1<j<k-1 j<m<k

In der Numerik spielen spezielle n x n-Matrizen, darunter Dreiecksmatrizen und Band-
matrizen, eine wichtige Rolle. Bei ihnen gibt es viele Positionen, von denen vorab bekannt
ist, dass sie Nullen enthalten. Wir wollen diese Matrizen in einem Array abspeichern,
dessen Liange die Anzahl der relevanten Positionen ist, also der Positionen, die eventuell
von ( verschieden sind. Um dann ein Matrixelement zu bestimmen, bendtigen wir die
zugehorige Speicherabbildungsfunktion.

Definition 2.2.1: Eine n x n-Matrix M heifit untere Dreiecksmatrix, wenn M (i, j) = 0
fiir ¢ < j ist.

Eine untere Dreiecksmatrix der Grofie n x n hat nur
I+--4+n=n(n+1)/2

relevante Positionen (i,7),i > j. Wir benutzen ein Array der Linge n(n + 1)/2 und
speichern die relevanten Positionen zeilenweise ab. Das Element an Position (i, j) steht
dann in dem eindimensionalen Array an Position

I+ 4= +j=i(i—1)/2+]

Definition 2.2.2: Eine n x n-Matrix M heifit m-Bandmatrix, wenn M (7,j) = 0 fiir
li — j| > m ist.

Abbildung 2.2.1 zeigt das typische Aussehen von Bandmatrizen.

Wir wollen die Speicherabbildungsfunktion im Fall m < n/2 beschreiben, da in diesem Fall
die Speicherplatzersparnis grofler ist. Es zeigt sich, dass selbst in so einfach aussehenden
Situationen die Speicherabbildungsfunktion recht komplex wird. Wir betrachten die Zahl
der relevanten Matrixelemente in den einzelnen Zeilen. In den ersten m Zeilen wéchst sie
jeweils um 1, und zwar von m bis 2m — 1. In den letzten m Zeilen fillt sie entsprechend
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m

Abbildung 2.2.1: Bandmatrizen mit m < n/2 und m > n/2.

von 2m — 1,...,m. Fiir alle anderen Zeilen gibt es 2m — 1 essenzielle Positionen. Wir
betrachten nun eine Position (7, 7) mit |i — j| < m.
1L.Fall: 1 <m.

Dann steht M (i, 5) an Position
(i—1)m+0+14+---+(@—-2)+j=0G—-1)m+ (i —1)(i—2)/2+].

2Fall. m<i<n—m+1.
Die ersten m Zeilen von M enthalten

m?*+1+---+m—1=3m?/2—m/2
relevante Positionen. Also steht M (i, ) an Position

3m?*/2 —m/2+ (i —m —1)

—~

2m — 1)+ j —

—~

i—m)
=2im—m?/2—2i—m/2+j+ 1.

3.Fall: t >n—m+1.
Die ersten n — m Zeilen von M enthalten

3m?/2 —m/2 4+ (n —2m)(2m — 1) = 2nm — 5m?/2 — n + 3m /2
relevante Positionen. Also steht M (i, ) an Position
2nm —5m*/2 —n+3m/2+ 2m—1)+---+(m+n—i+1)+j— (i —m)
=2nm—-m*/2—n+3m/2—(m+n—i)(m+n—i+1)/2+j—i.

Hier haben wir es bereits mit einem Trade-off zu tun. Es ist in jedem Anwendungsfall zu
entscheiden, ob der Speicherplatzgewinn grofl genug ist, dass sich die jeweilige Auswertung
der Speicherabbildungsfunktion lohnt. Allerdings sollten wir nicht aus Bequemlichkeit auf
die komprimierte Speicherung von Bandmatrizen verzichten. Das Aufstellen der Speicher-
abbildungsfunktion ist zwar miihevoll und langweilig, aber eine einmalige Arbeit, wihrend
der Gewinn bei sehr vielen Anwendungen auftreten kann.
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Wenn das Matrixelement M (i, j) Abhéngigkeiten zwischen Objekt ¢ und Objekt j aus-
driickt (z. B. Ubergangswahrscheinlichkeiten bei der Simulation von Rechnern), haben die
Matrizen oft sehr viele Nullen, die aber nicht wie bei Dreiecksmatrizen oder Bandmatrizen
an vorgegebenen Positionen auftreten. Derartige Matrizen werden spérlich besetzt (spar-
se) genannt, ohne dass dieser Begriff prizise definiert wird. Arrays bilden fiir spérlich
besetzte Matrizen eine Moglichkeit, diese komprimiert darzustellen. Allerdings wird dann
das Auffinden von Matrixelementen schwieriger. Wir diskutieren zwei Moglichkeiten.

Bei der Koordinatenmethode wird jedes Matrixelement als Tripel (i, 7, M (7, j)) aus Zeilen-
index, Spaltenindex und Datum abgespeichert. Die von null verschiedenen Matrixelemente
werden zeilenweise gespeichert. Bei NV von null verschiedenen Matrixelementen geniigt ein
Array der Lange N, wobei jedes Arrayobjekt ein Tripel der oben beschriebenen Art ist.

Mit der zeilenweisen Abspeicherung haben wir die lexikographische Ordnung auf den
Paaren (i,j) gewahlt, d. h.

(i,7) < (i',7) : & i <i oder (i=14 und j < j').

Um M (i, j) zu berechnen, suchen wir in dem beziiglich (7, j) geordneten Array nach einem
Tripel (i, 7,-). Wenn wir ein derartiges Tripel finden, steht an der dritten Stelle M (i, 7).
Wenn ein derartiges Tripel nicht abgespeichert ist, ist M (i,j) = 0. Wir haben die Wahl
zwischen den beschriebenen Suchstrategien, wobei meistens die bindre Suche die beste
Walhl ist.

Bei der Bitmusterdarstellung machen wir davon Gebrauch, dass wir in einem Maschi-
nenwort der Lange w auch w Bits abspeichern kénnen. Eine Matrix, deren Eintridge nur
Nullen und Einsen sind, kann also wesentlich kompakter abgespeichert werden als eine
allgemeine Matrix M. Sei M*(i,j) = 0, falls M(i,j) = 0, und M*(i,j) = 1 sonst. Es
wird M* wie oben beschrieben abgespeichert. Dann werden die von null verschiedenen
Matrixelemente von M der Reihe nach zeilenweise abgespeichert. Zur Berechnung von
M(i,7) wird zuerst M*(i,j) angeschaut. Falls M*(i,7) = 0, ist M (4,j) = 0. Ansonsten
wird die Anzahl z aller (¢/, 5') < (4,7) mit M*(¢’, 7') = 1 berechnet. In dem Array, das die
Eintrige von M enthélt, steht M (i, j) dann an Position z.

Wir konnen hier einen typischen Trade-off-Effekt feststellen. Vorteile auf der einen Seite
(Datenkompression, Einsparung von Speicherplatz) werden mit Nachteilen auf einer an-
deren Seite (komplexere Implementierung, insbesondere aber langsamerer Zugriff auf die
Daten) erkauft. In den Anwendungen muss abgewogen werden, was wichtiger ist.

2.3 Lineare Listen

Ein Array ist eine statische Datenstruktur zur Verwaltung von Folgen (aq,...,a,). Bei
vielen Anwendungen ist es notig, Objekte oder Daten zu entfernen oder einzufiigen. Li-
neare Listen unterstiitzen im Gegensatz zu Arrays diese Operationen und bilden daher
eine dynamische Datenstruktur. Rechnerintern kann die Folge dann aber nicht mehr in
der gegebenen Reihenfolge einen Speicherabschnitt belegen. Dies wiirde ja implizieren,
dass beim Einfiigen eines neuen Datums alle folgenden Daten verschoben werden miissen.
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Stattdessen vermerken wir bei jedem Datum, wo wir das folgende Datum finden. Wir ver-
wenden so genannte Zeiger auf das folgende Datum. Es ist klar, dass die Zeiger, die es ja
in Arrays nicht gibt, zusédtzlichen Speicherplatz beanspruchen. Die meisten Programmier-
sprachen unterstiitzen die Verwendung von Zeigern, so dass wir uns um die Details nicht
mehr kiimmern miissen. Wir wollen dennoch die Grundlagen des Umgangs mit Zeigern
kurz ansprechen. Zu jedem Datum x gehort nun ein Zeiger p auf das folgende Datum,
wobei nil einen Zeiger nach nirgendwo und daher das Ende der Liste beschreibt. Mit p T
bezeichnen wir das Objekt (y, q), auf das p zeigt. Dann definieren wir

p T .dat .=y und p T .next := q.

Eine Liste L wird nun durch einen Zeiger p;, beschrieben, wobei p;, T .dat das erste Listen-
datum ist und p;, T .next auf das folgende Paar zeigt. Die schematische Darstellung findet
sich in Abbildung 2.3.1.

77 O] O] O —=Lea] G

Y
,kein“ Element

Abbildung 2.3.1: Darstellung einer linearen Liste.

Wie haben wir uns nun die rechnerinterne Abspeicherung einer Liste vorzustellen? Die
Zeiger beschreiben Adressen, wo das néchste Paar aus Datum und Zeiger zu finden ist. Die
Liste L = (347,18,12,6,4711,12), die an der Adresse 9 angesprochen wird, kann intern
folgendermaflen abgespeichert sein.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
18 | 12 347 |4711] 6 . 12
12 | nil 1 2 6 B 7

Abbildung 2.3.2: Rechnerinterne Speicherung einer linearen Liste.

Der Befehl new(p) sorgt dafiir, dass der Zeiger p auf ein neues Paar zeigt, fiir das weder
das Datum noch der Zeiger definiert ist. Garbage Collection Algorithmen miissen dafiir
sorgen, dass frei gewordene Speicherplitze eingesammelt und wieder verniinftig genutzt
werden. Die Initialisierung einer Liste ist nun offensichtlich in linearer Zeit moéglich. Zum
Durchlauf einer linearen Liste ist eine while-Schleife mit dem Abbruchkriterium p=nil
geeignet.

Ein Hauptvorteil einer linearen Liste im Vergleich zu einem Array besteht darin, dass
ein Objekt in konstanter Zeit hinter einem anderen Listenobjekt eingefiigt werden kann.
Andere Objekte miissen nicht verschoben werden. Dies wollen wir im Detail beschreiben.
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Abbildung 2.3.3: Eine Liste, in die ein neues Datum eingefiigt werden soll.

Sei also p ein Zeiger auf ein Objekt, hinter das das Element x eingefiigt werden soll. Die
Ausgangssituation ist in Abbildung 2.3.3 dargestellt.

Folgende Befehlsfolge 16st die Aufgabe, wobei ¢ eine Variable vom Typ Zeiger ist.

Die Abbildungen 2.3.4, 2.3.5 und 2.3.6 zeigen die Situationen nach den Befehlen (1), (2)
und (4).
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Abbildung 2.3.4: Die Situation nach Befehl (1).

O O L] O

g pl '
——)
L O

Abbildung 2.3.5: Die Situation nach Befehl (2).

Wir machen uns die Wirkung des Programms noch einmal an der rechnerinternen Ab-
speicherung deutlich. Sei p der Zeiger auf das Paar (18,12), also auf die Adresse 1. Sei
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Abbildung 2.3.6: Die Situation nach Befehl (4).

x = 93. Mit Befehl (1) merken wir uns in ¢ die Adresse 12. Befehl (2) stellt uns z. B. die
Adresse 8 als freie Adresse zur Verfiigung, wobei nun an Position 1 der Eintrag (18,12)
durch (18, 8) ersetzt wird. Die Befehle (3) und (4) speichern an der Adresse 8 den Eintrag
(93,12).

Bevor wir untersuchen, wie wir die wichtigsten Operationen auf linearen Listen ausfithren
konnen, beschreiben wir Erweiterungen von linearen Listen um zusétzliche Informationen.
Diese Zusatzinformationen konnen in einigen Anwendungen sehr niitzlich sein. Da diese
Informationen ebenfalls stets aktualisiert werden miissen, sollten sie aber auch nur benutzt
werden, wenn sie auch gebraucht werden.

— Zusitzliche Zeiger auf das letzte Datum der Liste.

— Zusétzliche Zeiger auf das jeweilige Vorgiangerdatum, dies fithrt zu doppelt verket-
teten Listen.

— Zusétzliche Variable, die die aktuelle Lange der Liste beschreibt.

Bei der Behandlung der Operationen auf Listen fithren wir nun auch gleich einen Vergleich
mit Arrays durch.

1.) Initialisierung. Eine leere Liste kann in konstanter Zeit initialisiert werden. Das
Einfiigen der Folge (a1, ..., a,) in eine leere Liste kostet Zeit ©(n). Bei Arrays muss
n vorab bekannt sein, dann auch Zeit ©(n).

2.) Suche das Datum an Position p. Liste: ©(p). Array: O(1).

3.) Suche Datum z. Liste der Lénge [: ©(p), falls Datum an Position p steht, ©(1), wenn
die Liste x nicht enthélt. Suchen in geordneten Listen konnen erfolglos abgebrochen
werden, wenn ein grofleres Datum gefunden wird. Array: O(n), bei geordneten Ar-
rays mit bindrer Suche: O(logn).

4.) Einfiigen von Datum y hinter dem Datum z nach erfolgreicher Suche nach z. Liste:
©(1). Diese Operation wird in Arrays nicht unterstiitzt.
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5.)

—_ =
- o © 0

12.

13.)

14.)

15.)

16.)

Einfiigen von Datum y vor Datum x nach erfolgreicher Suche nach z. Diese Opera-
tion wird von Listen und Arrays nicht unterstiitzt. Bei Listen konnte man sich bei
der Suche den Zeiger auf das Vorgidngerdatum merken, doppelt verkettete Listen
ermoglichen diese Operation in Zeit O(1).

Entfernen von x nach erfolgreicher Suche. Auch diese Operation wird von Listen
nicht direkt unterstiitzt. Bei der Suche muss der Zeiger auf das Vorgiangerdatum ge-
speichert werden, um eine Zeit von ©(1) zu ermdoglichen. Doppelt verkettete Listen:
©(1). Arrays unterstiitzen diese Operation nicht.

Ersetze « durch y nach erfolgreicher Suche. Listen und Arrays: ©(1).
Bestimme Nachfolger. Listen und Arrays: O(1).

Bestimme Vorgénger. Listen: O(l), doppelt verkettete Listen und Arrays: ©(1).
Bestimme Anfangsdatum. Listen und Arrays: ©(1).

Bestimme letztes Datum oder Zeiger auf dieses Datum. Listen: O([), bei Extrazei-

gern: O(1), Arrays: O(1).

Bestimme Lénge. Listen: ©((), bei Verwaltung einer Extravariablen: ©(1), bei Arrays
im Allgemeinen fest vereinbart.

Konkatenation, die Erzeugung der Folge (a,...,a,,b1,...,b,) aus den Folgen
(ay,...,a,) und (by,...,by). Listen: ©(n), bei Extrazeigern auf das letzte Listen-
element: O(1). Arrays unterstiitzen diese Operation nicht.

Aufspaltung der Liste (ai,...,a,) in zwei Listen (ai,...,a,) und (ami1,...,a,)
nach erfolgreicher Suche nach a,,. Listen: ©(1). Diese Operation wird von Arrays
von der Idee her nicht unterstiitzt, sie ist aber in Zeit ©(1) durchfithrbar.

Verwaltung von Stacks. Listen: jede Operation in Zeit ©(1), da alle Operationen
lokal den Listenanfang betreffen. Arrays sind hierfiir nicht gedacht, bei Vereinbarung
einer Maximalgrofe konnen sie verwendet werden, um Stackoperationen in Zeit O(1)
zu ermoglichen.

Verwaltung von Queues. Da Einfiigungen am Ende stattfinden, sollten Listen mit
Extrazeiger auf das Listenende benutzt werden. Sie ermoglichen jede Queueope-
ration in Zeit O(1). In Arrays konnte eine ringférmige Nummerierung verwendet
werden. Mit zwei Variablen, die auf das aktuelle erste und letzte Datum zeigen, und
bei Einhaltung einer Maximalgrofe ist Zeit ©(1) pro Queueoperation moglich.

Listen und Arrays unterstiitzen also teilweise verschiedene Operationen. Wenn wir effizient
nach Daten suchen wollen und Daten effizient neu einfiigen und entfernen wollen, sind
weder Listen noch Arrays geeignet. Datenstrukturen, die diese drei zentralen Operationen
gemeinsam unterstiitzen, werden in Kapitel 4 vorgestellt.

Als Anwendung linearer Listen wollen wir das topologische Sortieren behandeln.
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Definition 2.3.1: Die Relation < ist eine vollstiandige (partielle) Ordnung auf M, wenn
(1)-(4) ((2)-(4)) gelten.

1) Ve,y € M:x <y oder y < x.

(1)
(2) Ve e M:z < x.

B)Ve,ye Mz <yundy <z =x=y.
(4)

4) Ve,y,ze Mz <yundy < z= 2 < 2.

Es gibt viele praktische Beispiele von partiellen Ordnungen, die keine vollstdndigen Ord-
nungen sind. So ist die Potenzmenge einer endlichen Menge beziiglich der Teilmengenrela-
tion partiell, aber nicht vollstindig geordnet. Gleiches gilt im Allgemeinen fiir die Relation
< auf der Menge der fiir ein Projekt notwendigen Arbeiten. Es sei a < b, wenn a = b ist
oder a beendet sein muss, bevor b begonnen wird.

Sei M eine n-elementige Menge und < eine partielle Ordnung auf M. Unter einer topolo-
gischen Sortierung verstehen wir eine vollstdndige Ordnung auf M, also eine Aufzihlung
mi, ..., m, der Elemente aus M, so dass fiir ¢ > j nicht m; < m; gilt. In unserem zweiten
Beispiel ist dies eine Reihenfolge, in der die Arbeiten durchgefiihrt werden kénnen.

Lemma 2.3.2: Jede partiell geordnete endliche Menge lésst sich topologisch sortieren.

Beweis: Es geniigt, die Existenz eines minimalen Elementes z in M zu zeigen. Dabei
heift z minimal, wenn es kein y mit y # 2z und y < z gibt. Wir kénnen dann m; = z
wiahlen und anschlieBend M — {z} topologisch sortieren.

Fiir y € M gilt, dass y minimal ist oder es ein d(y) € M mit d(y) # y und d(y) < y
gibt. Wenn M kein minimales Element hat, ist d(y) fiir alle y € M wohldefiniert. Fiir
ein beliebiges y € M bilden wir die Kette y, d(y), d*(y) := d(d(y)),...,d"(y). Da diese
Kette n + 1 Elemente hat und M nur n Elemente enthélt, gibt es Zahlen ¢ und j mit
0<i<j<nundd(y) =d(y). Sei x := d'(y) und k := j — 4. Dann ist x = d*(z) und
k > 1. Wegen der Transitivitdt partieller Ordnungen gilt

r=d(z) < d(x) < .

Wegen der Eigenschaft (3) fiir partielle Ordnungen folgt x = d(z) im Widerspruch zur
Definition von d. Also muss M mindestens ein minimales Element haben. a

Eine partielle Ordnung < auf M = {zy,...,2,} kann durch n Listen L(1),...,L(n)
beschrieben werden. Dabei enthélt L(i) geniigend viele j mit z; < z;, um die partielle
Ordnung vollstéindig zu beschreiben. Aufgrund der Transitivitdt von < muss k nicht in
L(7) stehen, wenn j € L(i) und k € L(j) ist. AuBerdem nehmen wir an, dass ¢ nicht in L(7)
enthalten ist, da diese Information redundant ist. Es sei [ die Summe der Listenléngen.

Ein naiver Algorithmus zur topologischen Sortierung geht folgendermafien vor. Indem
alle Listen durchlaufen werden, wird festgestellt, welche j in keiner Liste stehen. Dies
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sind die Indizes aller minimalen Elemente, die an den Anfang der topologischen Sortie-
rung geschrieben werden kénnen. Dann werden die Listen L(j) fiir die minimalen Ele-
mente ,eliminiert“. Der Algorithmus kann dann auf der Restmenge analog fortfahren.
Es ist leicht, sich Beispiele auszudenken, fiir die dieser Algorithmus eine Rechenzeit von
O(n? + nl) bendtigt.

Mit Hilfe der uns bereits bekannten Datenstrukturen koénnen wir die Rechenzeit auf
O(n + 1) driicken. Dies ist die optimale Grofenordnung, da die Eingabeldnge [ und die
Ausgabeldnge n ist.

Algorithmus 2.3.3: Eingabe: L(1),..., L(n), die die betrachtete partielle Ordnung wie
eben beschrieben darstellen.

(1) Initialisierung: Es wird ein Array a der Liange n mit a(i) = 0,1 < i < n, initiali-
siert. Es wird eine leere Queue () initialisiert.

(2) Preprocessing: Alle Listen werden einmal durchlaufen und dabei wird in a(i) ab-
gespeichert, in wie vielen Listen ¢ eingetragen ist.

(3) Wir durchlaufen a und schreiben alle k& mit a(k) = 0 in die Queue Q. Damit enthélt
() die Indizes aller minimalen Elemente. In Zukunft soll () die Elemente enthalten
(wir identifizieren in der Beschreibung Elemente und ihre Indizes), die, nachdem die
bereits in die Ausgabe geschriebenen Elemente entfernt wurden, minimal sind.

(4) While @ # 0 do:
Entferne das vorderste Element j aus ) und schreibe z; in die Ausgabe. Fiir jedes
i in L(j) verringere a(i) um 1. Wenn a(i) den Wert 0 bekommt, fiige i in die Queue

() ein.

Satz 2.3.4: Algorithmus 2.3.3 16st das Problem des topologischen Sortierens in Zeit
O(n+1).

Beweis: Es ist offensichtlich, dass alle Elemente z; mit a(7) = 0 minimal sind. Fiir die
anderen Elemente z; ist aber a(j) nicht unbedingt die Anzahl der Elemente xj mit z;, < z;
und k # j. Unsere Problembeschreibung impliziert ja zusétzliche <-Beziehungen, die sich
aus der Transitivitdt von < ergeben. Dies sind aber Elemente x,,, so dass fiir ein k& gilt:
Ty < xp und j € L(k). Wenn also alle Elemente z, so dass j € L(k) ist, in die Ausgabe
geschrieben worden sind, sind alle Elemente z,, mit z,, < z; in die Ausgabe geschrieben
worden. Da @ als Queue und damit nach dem FIFO-Prinzip (first in first out) verwaltet
wird, ist der Algorithmus korrekt.

Die Laufzeiten von O(n), O(n+1) und O(n) fir die ersten drei Schritte sind offensichtlich.
Auch der vierte Schritt braucht nur Zeit O(n + 1), da jedes Element genau einmal in
die Queue aufgenommen wird, genau einmal entfernt wird und jede Liste genau einmal
durchlaufen wird. a

Beispiel 2.3.5: n =9, [ = 12. Die gegebenen Listen und die berechneten a-Werte sind
in Abbildung 2.3.7 dargestellt.
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Abbildung 2.3.7: Die Information nach Schritt 2 von Algorithmus 2.3.3.

Da a(1) = a(9) = 0 und a(i) # 0 sonst, wird @ = (1,9) in Schritt (3).

Output x1, durchlaufe L(1), a(3) := 0, Q := (9, 3);

Output zg, durchlaufe L(9), a(4) :=1, a(7) := 1, a(5) :== 1, a(2) :=0, Q := (3,2);
Output z3, durchlaufe L(3), a(7) :=0, Q := (2,7);

Output z, durchlaufe L(2), a(8) :=1, @ := (7);

Output z7, durchlaufe L(7), a(5) := 0, a(4) := 0, Q := (5,4);

Output z5, durchlaufe L(5), a(8) := 0, @ := (4, 8);

Output z4, durchlaufe L(4), a(6) := 1, @ := (8);

Output zg, durchlaufe L(8), a(6) := 0, @ := (6);

Output zg, durchlaufe L(6), Q := (), STOP

Lineare Listen erméglichen auch eine weitere Alternative zur Darstellung spérlich besetz-
ter Matrizen M. Die i-te Zeile von M wird als lineare Liste L(i) angelegt. Das erste
Objekt sei (i,0,0), um die Zeilennummer anzuzeigen, es folgen die von null verschiedenen
Matrixelemente dieser Zeile als Tripel (7,5, M (i, j)). Die Matrix ist als Array der Listen
L(i) angelegt. Natiirlich wiirde es ausreichen, in L(i) Paare (j, M (i, j)) abzuspeichern.
In Kiirze werden wir eine Erweiterung der Datenstruktur sehen, bei der die zusétzliche

Information ¢ wichtig ist.
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Beispiel 2.3.6:

—(4,2,4) — nil

— nil

S O = O Ut
O = O O O
OO O oo
OO = OO

0 )
0 )
2 |— — (3,000 —(3,1,4) —(3,4,2) —(3,5,1) — nil
0 )
0 )

Abbildung 2.3.8: Die Listendarstellung einer spérlich besetzten Matrix.

Wir wollen nun zwei spérlich besetzte Matrizen A und B addieren. Die Zeilen werden
einzeln addiert. Zunédchst wird fiir die Matrix C' = A+ B der Zeilenkopf (i, 0, 0) angelegt.
In A und B werden die i-ten Zeilen durchlaufen. Wir nehmen an, dass wir (i, 7, A(i, 7))
und (i, k, B(, k)) erreicht haben.

LFall: j < k.

Das Element (i, 7, A(i,7)) wird an die Ergebnisliste angehéingt. In der A-Liste wird der
Nachfolger aufgesucht.

2.Fall: j > k.

Das Element (i, k, B(i,k)) wird an die Ergebnisliste angehédngt. In der B-Liste wird der
Nachfolger aufgesucht.

3.Fall: j = k.

Es wird s := A(i,j) + B(i, k) berechnet. Falls s # 0, wird (7,7, s) an die Ergebnisliste
angehéngt. In jedem Fall wird in beiden Listen der Nachfolger aufgesucht.

Erreichen wir ein Zeilenende, wird der Rest der anderen Zeile an die Ergebnisliste kopiert
und gestoppt. Erreichen wir beide Zeilenenden, wird gestoppt. Stoppen bedeutet, dass die
Ergebniszeile mit einem nil-Zeiger abgeschlossen wird.

Wenn A und B n x m-Matrizen mit a bzw. b von null verschiedenen Elementen sind, kann
C' mit dem obigen Algorithmus in Zeit O(n + a + b) berechnet werden. Der Algorithmus
wird aus nahe liegenden Griinden auch Reifiverschlussverfahren genannt.

Diese Darstellung der Matrizen ist ungeeignet, wenn wir Matrizen sowohl addieren als auch
multiplizieren wollen. Dann benutzen wir fiir die Zeilen und fiir die Spalten lineare Listen,
wobei jedes Tripel (i, 7, A(7, j)) nur einmal dargestellt wird, und daher zwei Zeiger auf jedes
Tripel zeigen. Jedes Tripel erhélt nun auch zwei Zeiger, znext fiir den Zeilennachfolger
und snext fiir den Spaltennachfolger. Genau genommen haben wir aus linearen Listen
bereits eine komplexere Datenstruktur konstruiert. Addition und Multiplikation spérlich
besetzter Matrizen in dieser Darstellung werden in den Ubungen behandelt. Wir begniigen
uns hier mit der Darstellung der Matrix aus Beispiel 2.3.6.
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Abbildung 2.3.9: Eine spérlich besetzte Matrix mit Zeilen- und Spaltenlisten.

2.4 Datenstrukturen fiir Mengen

Fiir die Darstellung von Mengen unterscheiden wir im Wesentlichen zwei Datenstruktu-
ren: die Bitvektordarstellung (oder Darstellung durch charakteristische Vektoren) und die

Listendarstellung.

Die Bitvektordarstellung ist fiir ein vorgegebenes Universum U = {1,...,n} besonders
geeignet. Wir setzen voraus, dass wir nur Mengen M C U darstellen miissen. Allerdings
sollten die betrachteten Mengen in der Regel nicht sehr viel kleiner als die Grundmenge
U sein. Anders ausgedriickt: Die Menge U sollte nicht zu grof3 sein. Wir stellen M durch

ein Array a der Lénge n dar. Dabei gilt

a(i)=1 < i€ M, und a(i) = 0 sonst.

Mengenoperationen, die nur ein Element betreffen, sind in konstanter Zeit ausfiithrbar:

- Ist i € M? Antwort: a(i).
- Fiige i zu M hinzu. a(i) := 1.

- Entferne i aus M. a(i) := 0.
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Die anderen géngigen Mengenoperationen sind in linearer Zeit ausfiithrbar, allerdings li-
near beziiglich n, der Méchtigkeit der Grundmenge. Die Arrays a; und as mogen M; und
M, darstellen:

- M = My UDMs,. a(i) == a1(i) V ag(d) fiir 1 <i <n.
- M = My N M. a(i) == a1(i) A ag(i) fiir 1 <i <n.
- M =M, — M. a(i) := a1 (i) A (maz(i)) fir 1 <i <n.

- M = M; A M, (symmetrische Differenz). a(i) := aq(i) @ az(i) fir 1 <i <n.

Wie aber schon in Kapitel 2.2 diskutiert, passen w Bits in ein Maschinenwort. Im Allge-
meinen sind die booleschen Operationen A, V, -, @ auf ganzen Wortern in konstanter
Zeit durchfithrbar. Die Ausfithrungszeit der letzten Operationen féllt dann auf [n/w].
Die erste Gruppe von Operationen bleibt in Zeit O(1) ausfithrbar, wenn auf jedes Bit des
Wortes in konstanter Zeit zugegriffen werden kann. Das Bit a(7) steht dann im [i/w]-ten
Wort an der Position ¢ modw, wenn die Positionen mit 0,...,w — 1 durchnummeriert
sind.

Wenn das Universum, aus dem die betrachteten Elemente stammen diirfen, sehr grofl
ist oder zumindest viel grofler als die typischerweise betrachteten Mengen, bietet sich
eine Darstellung jeder Menge als Liste ihrer Elemente an. Wir unterscheiden ungeordnete
Listen und geordnete Listen. Die Frage ,x € M 7* benétigt in beiden Féllen im worst case
Zeit ©(|M]). Nach erfolgreicher Suche kénnen Elemente in Zeit ©(1) entfernt werden und
nach erfolgloser Suche kann ein Element in beiden Féllen in Zeit ©(1) eingefiigt werden.
Die Vereinigung zweier Mengen M; und M, kann in ungeordneten Listen in Zeit O(1)
durchgefiihrt, wenn wir Zeiger auf die Listenenden verwalten. Allerdings kommen dann
Elemente aus M; und M in der Vereinigung doppelt vor, was vermieden werden sollte.

Dann miissen bei der Vereinigung von ungeordneten Listen alle Elemente aus M; in
M, gesucht werden (oder umgekehrt). Wir sehen keine Moglichkeit, eine Rechenzeit von
O(| M| - |Mz|) zu vermeiden. Bei geordneten Listen konnen wir dagegen das in Kapitel
2.3 beschriebene Reifiverschlussverfahren einsetzen und die Rechenzeit auf O(| M, |+|M,|)
senken.

Bitvektor ungeordnete Liste geordnete Liste
e M? O(1) O(l) O(l)
INSERT O(1) O(1) o(1)
DELETE O(1) O(1) 0(1)
Vereinigung | O(n) bzw. O(n/w) O(lils) O(ly + o)
Durchschnitt | O(n) bzw. O(n/w) O(lls) O(ly + 1y)
Differenz O(n) bzw. O(n/w) O(lls) O(ly + 1y)
Symm. Diff. | O(n) bzw. O(n/w) O(lls) O(ly + 1y)
Tabelle 2.4.1: Rechenzeiten fiir Operationen auf Mengen.
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Wir fassen die Ergebnisse zusammen, wobei wir mit /; und [, die Langen der Listen L,
und Ly bezeichnen. Bei den Operationen INSERT und DELETE nehmen wir an, dass die
erfolglose bzw. erfolgreiche Suche bereits durchgefiihrt worden ist und der Zeiger auf das
gefundene Objekt gespeichert wurde. Die Grofie der Grundmenge sei n und die Wortlange
w.

2.5 Datenstrukturen fiir BAume

Die Behauptung, dass es wohl kein Teilgebiet der Informatik gibt, in dem B&ume keine
wesentliche Rolle spielen, ist nicht iibertrieben.

Wir beginnen mit Definitionen und Notationen. Unter vielen Moglichkeiten beschrénken
wir uns zunéchst auf gewurzelte Baume mit Kanten, die von der Wurzel weg gerichtet
sind. Ein derartiger Baum T besteht aus einer endlichen Knotenmenge V', hiufig V' =
{1,...,n}, und einer Kantenmenge F C V x V — {(i,4) | i« € V}. Es gibt genau einen
Knoten r, die Wurzel von T, fiir den es keine Kante (-,7) € E gibt. Fiir alle Knoten v # r
gibt es genau einen Knoten w mit (w,v) € E. Also haben Baume |V| — 1 Kanten. Falls
(w,v) € E, heifit w Elter von v und v Kind von w. Sind v und v" # v Kinder von w, heiflen
sie Geschwister. Ein Knoten v heifit Nachfolger von vy (und dann heifit vy Vorgédnger von
v), wenn es vq,...,v, = v € V gibt, so dass (vg,v1), (v1,v2), ..., (Um_1,0y) € E sind.
Diese Kanten beschreiben einen Weg (oder Pfad) der Lange m von vy zu v,,,. Um wirklich
einen Baum zu erhalten, miissen wir noch fordern, dass es fiir jeden Knoten v € V' einen
Weg von r zu v gibt.

Mit ind(v) bezeichnen wir die Anzahl der w € V mit (w,v) € E. In Bdumen ist ind(v) = 1,
falls v # r, und ind(r) = 0. Mit outd(v) bezeichnen wir die Anzahl der Kinder von v.
Knoten ohne Kinder heiflen Blétter.

Die Tiefe eines Knotens v in T ist die Lénge des eindeutigen Weges von der Wurzel r zu
v. Die Tiefe des Baumes ist die maximale Tiefe eines Knotens, also die maximale Tiefe
eines Blattes.

Ein Baum ist outd-k-beschrankt, wenn kein Knoten mehr als k& Kinder hat. Ein Baum
heifit k-ar, wenn alle inneren Knoten, das sind die Knoten, die nicht Blatter sind, genau
k Kinder haben. Dabei steht ternér fur 3-ar, binér fiir 2-4r und unér fiir 1-ar (lineare
Liste). Gerade fiir bindre Bédume ist die Bezeichnungsweise manchmal schlampig. Outd-2-
beschrankte Bdume werden haufig als bindre Baume bezeichnet. Ein vollstandiger k-arer
Baum der Tiefe d ist ein k-drer Baum, dessen Blétter alle Tiefe d haben. Dieser Baum
hat dann
Tdk+- k= (B 1)/ (k—1)

Knoten.

Héufig werden die Kinder eines Knotens vollstindig geordnet, so dass wir fiir
1 < i < outd(v) vom i-ten Kind von v sprechen kénnen. Auch die Béume heiflen dann
geordnet. In bindren Baumen sprechen wir auch vom linken (ersten) und rechten (zwei-
ten) Kind. Dies bezieht sich natiirlich auf die graphische Darstellung von Baumen. Jeder
Knoten v € V' definiert den Teilbaum T'(v), der aus v und seinen Nachfolgern besteht.
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Sei k = outd(v) und seien vy, ..., v, die Kinder von v, dann zerfillt 7'(v) in die Wurzel v
und die Teilbdume T'(v1), ..., T(vg).

Héufig kommt es darauf an, die Knoten eines Baumes in einer passenden Reihenfolge zu
durchlaufen (traversieren). Dabei werden vier wichtige Reihenfolgen unterschieden.

Definition 2.5.1: Es sei 7' = (V, E) ein geordneter Baum mit Wurzel r(7") und den
Kindern vy, ..., vy der Wurzel. Dabei ist £ = 0 moglich. Die folgenden Ordnungen werden
rekursiv definiert.
(1) Postorder  : post(T) := post(T(v1)), ..., post(T(vg)),r(T).
(2) Preorder :pre( ) :=r(T),pre(T(vy)),...,pre(T(vg)).
(3) Tnorder -+ in(T) := in(T(wx)), r(T), in(T(2)), .. in(T(wx))
(4) Levelorder : lev(T) :=r(T),lev(T(vy)),r(T),lev(T(va)), ..., r(T),
lev(T (o)), (7).

Bevor wir zu den Datenstrukturen fiir Baiume kommen, beschreiben wir Operationen, die
héufig unterstiitzt werden sollen.

PARENT(z,T): Berechne den Elter von x in T'. Falls  Wurzel von T ist, soll die Antwort
nil lauten.

CHILD(x, 4, T): Berechne das i-te Kind von z in T'. Falls = weniger als i Kinder hat, soll
die Antwort nil lauten.

LCHILD(z,T): Dies ist der Befehl CHILD(z, 1,T).

RCHILD(z, T): Berechne das letzte Kind von x in 7T

ROOT(T): Berechne die Wurzel von T.

CONCATENATE(z, Ty, ..., T,,): Erzeuge einen Baum T mit Wurzel x und m Kindern
V1, Um, S0 dass T(vy) =Th, ..., T(vy,) = T, ist.

DEPTH(z,T): Berechne die Tiefe von z in 7.

DEPTH(T'): Berechne die Tiefe von 7.

SIZE(T'): Berechne die Zahl der Knoten in 7.

Wir diskutieren mehrere Datenstrukturen.

(1) Die Knoten werden in einem Array abgespeichert. Zu jedem Knoten wird der Elter
angegeben. Hierbei kann eine Array- oder Zeigerdarstellung gewéhlt werden. Zusétzlich
kénnen ROOT(T') und SIZE(T) abgespeichert werden. Offensichtlich kann die PARENT-
Anfrage in Zeit ©(1) beantwortet werden. Die Wurzel finden wir, wenn sie nicht direkt
abgespeichert ist, indem wir von einem beliebigen Knoten den PARENT-Zeigern folgen,
bis wir auf einen nil-Zeiger stofien. Dies kann Zeit DEPTH(T') dauern. Auf dhnliche Wei-
se konnen wir DEPTH-Anfragen beantworten. Der Befehl CONCATENATE kann in Zeit
©(m) bearbeitet werden, wenn die Wurzeln von 77, ..., T, gefunden wurden. Entschei-
dender Nachteil dieser Datenstruktur ist es, dass wir, um die Kinder von x zu erhalten,
fiir alle Knoten den Elter betrachten miissen.

(2) Wieder wird ein Array der Knoten benutzt. Fiir den Knoten ¢ wird eine geordnete
Liste seiner Kinder verwaltet. Hier werden die Probleme umgedreht. Nun ist es schwierig,
den Elter eines Knotens zu berechnen. Damit ist auch die Berechnung der Tiefe eines
Knotens schwierig.
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(3) Kombination aus (1) und (2). Die Vorteile werden auf Kosten des Speicherplatzes
kombiniert.

(4) Haufig ist die grofitmogliche Zahl k von Kindern in einem Baum vorab bekannt. Dann
konnen wir die Listen aus (2) und (3) durch Arrays mit dem bekannten Vorteil des di-
rekten Zugriffs ersetzen. Fiir jeden Knoten wird ein Array der Lange k + 1 eingerichtet.
An der letzten Stelle steht der Elter, auf den ersten k£ Positionen stehen die Kinder in
geordneter Reihenfolge, wobei jeweils auch nil-Eintréige erlaubt sind. Zusétzlich verwal-
ten wir ROOT(T') und SIZE(T). Die Operationen PARENT, CHILD, LCHILD, ROOT
und SIZE sind in Zeit ©(1) durchfithrbar, CONCATENATE in Zeit ©(m) = O(k). Fir
DEPTH(x,T) ist Zeit O(DEPTH(T)) ausreichend. Die Operation RCHILD ist mit binérer
Suche in Zeit O(log k) ausfithrbar. Wenn fiir jeden Knoten die Zahl der Kinder vermerkt
wird, sinkt die Zeit auf O(1).

Wie gut ist die Speicherplatzausnutzung? In (1) wird kein Platz verschenkt. In (2) und (3)
werden fiir die Zeiger ©(n) Speicherplitze zusitzlich verbraucht. Wie viele der n(k + 1)
Arraypldtze der Datenstruktur (4) werden durch nil belegt? Da es n — 1 Kanten gibt und
jede Kante zweimal dargestellt wird, gibt es 2n — 2 von nil verschiedene Eintridge und
n(k+1) — (2n — 2) = nk — n + 2 nil-Eintrége. Der Anteil dieser Eintrége betréigt

nk—n+2 _ 2-2 2 2 ., 2
nk+1)  nk+1) — k+1 nk+1) k+1

Fiir £ = 10 sind also mehr als 81,8 % der Eintrage nil-Eintrige. Eine fast 100%ige Speicher-
platzausnutzung wird fiir £ = 1 erreicht. Dann haben wir es aber mit doppelt verketteten
Listen und nicht mit Baumstrukturen zu tun. Fiir £ = 2 liegt die Speicherplatzverschwen-
dung bei 33 %, und binire Baume sind schon ,richtige® Baume, da sie sich verzweigen
kénnen. Daher versuchen wir, beliebige Bdume durch bindre Bdume zu simulieren.

(5) Sei T ein beliebiger Baum und v ein Knoten in 7. Fiir v ist ein Array der Linge
3 vorgesehen, in dem der Elter, das linkeste Kind und das in der linearen Ordnung der
Geschwister auf v folgende ,, Geschwist* abgespeichert werden.
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Beispiel 2.5.2:

A

B C D
AN L N
EF G H I J

il, B, nil. F: B, nil, nil.
E, C. G : C, nil, nil.
G, D. H: D, nil I.
H, nil. [I:D, nil, J

nil, F. J : D, nil, nil.

Y )

Y

DJUQD:J:u
D:J::>}>D>5

Abbildung 2.5.1: Ein Baum und seine Simulation durch einen bindren Baum.

Von den 30 Arraypléatzen sind 12 mit nil belegt. Die Operationen PARENT und LCHILD
kosten Zeit ©(1). Gleiches gilt fir ROOT und SIZE, wenn die zugehérigen Variablen
zuséatzlich verwaltet werden. CONCATENATE kann in Zeit ©(m) durchgefithrt werden,
und DEPTH hat die gleiche Zeitkomplexitéit wie in den Datenstrukturen (1), (3) und (4).
Lediglich die Operationen CHILD und RCHILD sind teurer als in Datenstruktur (4). Fiir
CHILD(-,4,T) ist Zeit O(i) zu veranschlagen und fiir RCHILD(x, T") Zeit O(outd(x)).

Wir stellen die Rechenzeiten fiir die wichtigsten Operationen und die Datenstrukturen
(1)—(5) zusammen. Die Operationen ROOT und SIZE benétigen jeweils Zeit O(1), wenn
wir diese Parameter dynamisch mit verwalten.

H @2 6 @ (5)
PARENT (1) Om) e ea) o
CHILD O(n)* ©3i) 3G ©O() O(1)
LCHILD e o1 e e
RCHILD — O(1) ©@1) o1) O(outd(x))
CONCATENATE | ©(m) ©(m) ©O(m) ©O(m) O(m)
DEPTH O(n) O(n) O(mn) O(n) O(n)

* Hier ist keine Ordnung auf den Kindern gegeben, es wird also eine Liste aller Kinder ausgegeben.

Tabelle 2.5.1: Operationen auf Baumen und Rechenzeiten
fiir verschiedene Datenstrukturen.

Es kommt also ganz auf die Anwendung an, welche Datenstruktur bevorzugt werden sollte.

2.6 Datenstrukturen fiir Graphen

Graphen gehoren zu den wichtigsten Hilfsmitteln der Informatik, da sie Beziehungen zwi-
schen je zwei Objekten ausdriicken kénnen.
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Auch hier beginnen wir mit Definitionen und Notationen. Ein ungerichteter Graph G =
(V, E) besteht aus einer endlichen Knotenmenge V' und einer Kantenmenge E, wobei
eine Kante e = {v, w} eine zweielementige Teilmenge von V' ist. Die Kante verbindet die
Knoten v und w. Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, schreiben wir auch e = (v, w).
Ein gerichteter Graph G = (V, E') besteht aus einer endlichen Knotenmenge V' und einer
Kantenmenge E, wobei eine Kante e = (v, w) ein geordnetes Paar von Knoten ist. Die
Kante geht von v zu w.

Zwei Knoten heiflen adjazent, wenn zwischen ihnen eine Kante verlauft. Ein Knoten und
eine Kante heiflen inzident, wenn der Knoten auf der Kante liegt. In ungerichteten Gra-
phen ist der Grad d(v) eines Knotens gleich der Zahl der Kanten, mit denen er inzidiert.
In gerichteten Graphen ist der Ingrad ind(v) (Outgrad outd(v)) eines Knotens gleich der
Zahl der Kanten (-,v)((v,-)). In jedem Fall setzen wir n = |V| und m = |E|.

Direkte Nachfolger vom Knoten v sind die Knoten w, fiir die (v, w) € E ist. Ist w direkter
Nachfolger von v, ist v direkter Vorgdnger von w. Eine Folge vy, ..., v, ist ein Weg der
Lénge k im Graphen G, falls (v;_q,v;) € E fir 1 < i < k gilt. Mit unserer schlampigen
Schreibweise fiir ungerichtete Graphen gilt diese Definition fiir gerichtete und ungerichtete
Graphen. Fiir jeden Knoten v gibt es stets den Weg der Lange 0 von v nach v. Ein Weg
heiit einfach, wenn hochstens Anfangs- und Endpunkt gleich sind. Ein einfacher Weg
heifit Kreis, wenn Anfangs- und Endpunkt iibereinstimmen, wobei wir Wege der Lange 0
und fiir ungerichtete Graphen Wege der Linge 2 ausschlieffen. Ein Graph heifit azyklisch,
wenn er keinen Kreis enthélt. Ein ungerichteter Graph heifit zusammenhéngend, wenn
es fiir jedes Knotenpaar (v, w) einen Weg zwischen v und w gibt. Ein gerichteter Graph
heifit stark zusammenhéngend, wenn es fiir jedes Knotenpaar (v, w) einen Weg von v nach
w und einen Weg von w nach v gibt. Wir betrachten die folgenden Relationen auf den
Knotenmengen von Graphen.

GG ungerichtet: v &~ w: < 34 Weg zwischen v und w.
G gerichtet: v =~ w: < 3 Weg von v nach w und 3 Weg von w nach v.

Offensichtlich sind diese Relationen Aquivalenzrelationen, d. h., es gelten die folgenden
Eigenschaften:

(1) Yo e Viv = w.
(2) Vo,w e Vivmw= w = .
(3) Yu,v,w € Viuxv,v~w = u=w.
Damit zerfillt V eindeutig in disjunkte Aquivalenzklassen von Knotenmengen, diese hei-

en in ungerichteten Graphen Zusammenhangskomponenten und in gerichteten Graphen
stark zusammenhdngende Komponenten.

Wir betrachten drei grundlegende Datenstrukturen fiir Graphen.

(1) Inzidenzmatrix: Es handelt sich um eine n x m-Matrix I. Es ist I(i,7) € {0,1} und
I(i,7) = 1 genau dann, wenn der i-te Knoten (bei gegebener Nummerierung) auf der
j-ten Kante (bei gegebener Nummerierung) liegt. Da Kanten nur zwei Knoten enthalten,
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haben wir es mit einer spérlich besetzten Matrix zu tun. Fiir gerichtete Graphen set-
zen wir 1(i,j) = 1 (I(i,j) = 2), wenn der i-te Knoten Anfangsknoten (Endknoten) der
j-ten Kante ist. Diese Datenstruktur erfordert recht grofien Speicherplatz und wird nur
in Spezialfédllen benutzt.

(2) Adjazenzmatrix. Es handelt sich um eine n x n-Matrix A. Es ist A(i,5) € {0,1}
und A(i,j) = 1 genau dann, wenn es in gerichteten Graphen eine Kante vom i-ten zum
j-ten Knoten und in ungerichteten Graphen eine Kante zwischen dem i-ten und dem j-ten
Knoten gibt. Fiir ungerichtete Graphen ist A symmetrisch, und es geniigt, die Elemente
unterhalb der Hauptdiagonalen abzuspeichern. In jedem Fall ist der Speicherplatzbedarf
O(n?). Die Frage, ob zwei Knoten durch eine Kante verbunden sind, kann in Zeit ©(1)
beantwortet werden. Der Grad eines Knotens kann in Zeit ©(n) berechnet werden. Aller-
dings benétigt jeder Algorithmus, der sich alle Kanten anschaut, Zeit (n?).

Fiir viele Graphen gilt m = o(n?). Es wire dann schon, Algorithmen mit Laufzeit O(n+m)
zu haben.

(3) Adjazenzlisten. Es handelt sich um ein Array der Lénge n fiir die Knoten. Fiir jeden
Knoten existiert ein Zeiger auf eine Liste, die alle direkten Nachfolger des Knotens enthélt.
Der Speicherplatzbedarf betréigt ©(n+m). Ob eine Kante (7, j) existiert (wir identifizieren
im folgenden V' mit {1,...,n}), kann nun allerdings nicht mehr in konstanter Zeit ent-
schieden werden, die Zeit betragt ©(l;), wenn [; die Lénge der i-ten Adjazenzliste ist. Die
Knotengrade kénnen nun schneller berechnet werden, d(v) in Zeit ©(d(v)), outd(v) eben-
falls in Zeit ©(outd(v)). Fiir die Berechnung von ind(v) ist eine Zeit von ©(m) erforderlich,
wenn nicht auch Adjazenzlisten fiir eingehende Kanten vorliegen. Wenn die Knotengrade
h&ufiger benotigt werden, sollten sie vorab berechnet und abgespeichert werden.

In Ruhe betrachtet sind die Adjazenzlisten genau die komprimierte Darstellung der spér-
lich besetzten Adjazenzmatrix (siche Kapitel 2.2). Fiir Graphen mit vielen Kanten sind
also Adjazenzmatrizen und fiir Graphen mit wenigen Kanten Adjazenzlisten vorzuziehen.

Viele, vielleicht sogar die meisten effizienten Graphalgorithmen greifen auf eine der beiden
wichtigsten Methoden zum Traversieren von Graphen zuriick: Depth-First-Search (DFS)

und Breadth-First-Search (BFS). Die Tiefensuche (DFS) liefert dabei noch eine niitzliche
Klassifikation der Kanten und eine Nummerierung der Knoten.

Wir entwerfen zunéichst einen DFS-Algorithmus fiir ungerichtete Graphen. Vom ersten
Knoten suchen wir nach allen erreichbaren Knoten. Dabei wird der Weg zunéchst soweit
wie moglich in die Tiefe verfolgt, bevor ein Backtracking erfolgt. Den Knoten werden
DFS-Nummern zugeordnet. Kénnen keine weiteren Knoten gefunden werden, wird die
Suche von einem bisher noch nicht besuchten Knoten neu gestartet. Die Kantenmenge
wird dabei disjunkt in die Menge der Baumkanten (Treekanten) 7" und die Menge der
Riickwirtskanten (Backkanten) B zerlegt. Die T-Kanten bilden einen Wald, also eine
disjunkte Menge von Baumen, wobei die Baume die Zusammenhangskomponenten von GG
darstellen. Die Kanten in B und 7" werden gerichtet.

Algorithmus 2.6.1: DFS fiir ungerichtete Graphen G = (V| F), gegeben durch Knoten-
array und Adjazenzlisten Adj(v).
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(1) Initialisierung: i :=0, T:=0, B :=, fir z € V : num(zx) := 0.

(2) Fur 2 € V 1 if num(z) = 0 then DFS(z,0).

Es soll DFS(x, v) die Tiefensuche von x aus beschreiben, wobei x von v aus erreicht wurde.
Falls = der erste Knoten einer Zusammenhangskomponente ist, wird v = 0 gesetzt.

DFS(v,u)
(1) i:=i+ 1, num(v) := 1.

(2) Fir w e Adj(v) :
if num(w) =0 then T :=T U{(v,w)}, DFS(w,v)
else if num(w) < num(v) and w # u then B := B U {(v,w)}.

Wir analysieren den DFS-Algorithmus. Fiir jeden Knoten v gibt es genau einen DFS(v, -)-
Aufruf. Zeile (2) des Hauptprogramms sichert, dass es mindestens einen Aufruf gibt. Da
DFS(v, ) nur aufgerufen wird, wenn num(v) = 0 ist, und in DFS(v, ) sofort num(v) auf
einen von Null verschiedenen Wert gesetzt wird, kann es nur einen DFS(v, -)-Aufruf geben.
Da alle Adjazenzlisten einmal durchlaufen werden, ist die Laufzeit ©(n +m). Jede Kante
(v,w) wird zweimal betrachtet, da v € Adj(w) und w € Adj(v). Wir zeigen, dass jede
Kante genau einen Eintrag in T oder B verursacht. Dazu untersuchen wir DFS(w, u),
wenn v € Adj(w) gefunden wird.

1.Fall: Es ist num(v) = 0. Dann wurde DFS(v,-) noch nicht aufgerufen, (w,v) wird
T-Kante. Danach wird DFS(v, w) aufgerufen. Nun gilt 0 # num(w) < num(v). Bei Be-
handlung von w € Adj(v) wird also (v,w) weder in 7" noch in B eingefiigt.

2.Fall: Es ist num(v) # 0. Falls u = v, wurde (v,w) T-Kante. Ansonsten wird genau
eine der Kanten (v,w) oder (w,v) B-Kante, je nachdem, welcher Knoten die kleinere
DFS-Nummer hat.

Nachdem (-, w) T-Kante wird, erhélt w sofort seine DFS-Nummer. Also bildet G* = (V,T)
einen Wald. Innerhalb von DFS(v, 0) werden genau die mit v zusammenhéngenden Knoten
gefunden. Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen.

Satz 2.6.2: Der DFS-Algorithmus erzeugt fiir ungerichtete Graphen G(V, E') in ©(n+m)
Schritten eine Nummerierung der Knoten und eine Einteilung der Kanten in die disjunk-
ten Kantenmengen 7" und B. Der Graph G* = (V,T) ist ein Wald, dessen Baume den
Zusammenhangskomponenten von G entsprechen. Zwischen zwei DFS(+, 0)-Aufrufen wird
jeweils eine Zusammenhangskomponente von G nummeriert.

Satz 2.6.3: Ungerichtete Graphen konnen in Zeit ©(n + m) darauf getestet werden, ob
sie einen Kreis enthalten.

Beweis: Wir benutzen den DFS-Algorithmus. Falls B = () ist, ist G ein Wald und damit
kreisfrei. Kanten konnen nicht zwischen zwei Baumen des T-Waldes verlaufen. Jede B-
Kante schliefit also einen Kreis in einem 7T-Baum. O
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Fiir gerichtete Graphen verlauft der DFS-Algorithmus dhnlich. Nun wird jede Kante nur
noch einmal betrachtet. Falls (v,w) € E und (w,v) ¢ E, ist w € Adj(v) und v &
Adj(w). Der Algorithmus benutzt fiir jeden Knoten v den Hilfsparameter a(v), der mit 0
initialisiert wird. Dieser Wert wird beibehalten, bis DFS(v, -) aufgerufen wird. Wahrend
der Abarbeitung von DFS(v,-) ist a(v) = 1 und danach ist «(v) = 2. Die Kantenmenge
wird nun disjunkt eingeteilt in die Menge der Baumkanten (Treekanten) T, die Menge
der Vorwértskanten (Forwardkanten) F, die Menge der Riickwértskanten (Backkanten) B
und die Menge der Querverbindungskanten (Crosskanten) C. Es werde die Kante (v, w)
betrachtet.

(1) num(w) = 0. Dann wird (v, w) T-Kante.

(2) num(w) # 0, num(w) > num(v). Dann wird (v, w) F-Kante. Nach Voraussetzung
num(w) > num(v) wurde DFS(w, -) spéter als DFS(v, -) aufgerufen, aber DFS(v, -)
wurde noch nicht beendet. Daher gibt es einen 7-Weg von v zu w. Die Kante (v, w)
ist im 7T-Baum vorwiérts gerichtet.

(3) num(w) # 0, num(w) < num(v), a(w) = 1. Dann wird (v, w) B-Kante. Da DFS(w, -)
noch nicht beendet und num(w) < num(v) ist, wurde v innerhalb von DFS(w,-)
erstmals erreicht. Daher gibt es einen 7-Weg von w zu v. Die Kante (v, w) ist im
T-Baum riickwérts gerichtet.

(4) num(w) # 0, num(w) < num(v), a(w) = 2. Dann wird (v, w) C-Kante. DFS(w, -)
ist bereits abgearbeitet, wihrend DFS(v,-) noch aktiv ist. Also gibt es keinen Weg
von w zu v. Auflerdem gibt es keinen T-Weg von v zu w. In T stehen v und w also in
keiner Beziehung. Die Kante (v, w) fiithrt entweder von einem Baum zu einem friiher
konstruierten Baum oder innerhalb eines Baumes zu einem frither konstruierten
Teilbaum.

Satz 2.6.4: Der DFS-Algorithmus erzeugt fiir gerichtete Graphen G = (V, E) in ©(n+m)
Schritten eine Nummerierung der Knoten und die Einteilung der Kanten in die disjunkten
Mengen 7', F', C' und B.

Beispiel 2.6.5: G = (V, E) sei durch Adjazenzlisten gegeben.
a—¢b—hic—degd—age—gf—ocehg—dh—aii—f
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Abbildung 2.6.1: Ein Beispiel fiir den DFS-Algorithmus auf gerichteten Graphen

Es ist niitzlich sich zu iiberlegen, wie eine ungerichtete Kante {v,w} bzw. eine gerich-
tete Kante (v,w) im DFS-Algorithmus bearbeitet wird. Wir legen das Zeitintervall des
DFS(v, -)-Aufrufs und den Zeitpunkt der Verarbeitung der Kante {v, w} bzw. (v, w) durch
den senkrechten Strich in Abbildung 2.6.2 fest. Aufgrund der rekursiven Struktur des DFS
kann DFS(w,-) nur vor, nach oder innerhalb des DFS(v, -)-Aufrufs stattfinden oder den
DFS(v, -)-Aufruf zeitlich umfassen.

Bearbeitung von {v,w} (w € Adj(v)) (v, w)
DFS(v, ) ungerichtet gerichtet
M ) unmoglich C-Kante
| | B-Kante, falls B-Kante
nicht (w,v) T-Kante
— unmdaglich unmoglich
— kein Eintrag, F-Kante
da (w,v) B-Kante
P unmoglich unmoglich
H unmoglich unmoglich
— T-Kante T-Kante

Abbildung 2.6.2: Illustration des zeitlichen Ablaufs des DFS-Algorithmus.

Im Gegensatz zur Tiefensuche wird beim BFS-Ansatz zunéchst in die Breite gesucht. Beim
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DFS wird (implizit durch die Rekursion) ein Stack benutzt, beim BFS eine Queue. Bei
der Behandlung des Knotens v wird zunéchst Adj(v) vollstindig durchlaufen. Dabei wer-
den die noch nicht zuvor gefundenen Knoten in die Queue eingefiigt. Die Knoten werden
geméf der Reihenfolge in der Queue abgearbeitet. Auch hier ist die Laufzeit ©(n+m). Es
wird keine Kanteneinteilung erzeugt. Der Vorteil des BF'S-Ansatzes besteht darin, dass die
Knoten in der Reihenfolge ihres Abstandes von v erreicht werden. An Stelle einer expli-
ziten Beschreibung des BFS-Algorithmus, wenden wir die Breitensuche auf den Graphen
aus Beispiel 2.6.5 an.

Beispiel 2.6.6: Wir betrachten den Graphen aus Beispiel 2.6.5.

BFS(a) =1, @ = (¢), Q steht fiir die queue.

BFS(c) =2, Q = (d,e, g).

BFS(d) = 3, @ = (e, g). Der Knoten a ist bereits besucht und wird daher nicht in @
aufgenommen.

BFS(e) =4, Q = (9). BFS(g9) =5, @ = 0.

Neuer Start in Knoten b.

BFS(b) =6, Q = (h,i). BFS(h) =7, Q = (i).

BFS(i) =8, Q = (f). BFS(f) =9, Q = 0.

Alle Knoten sind besucht. Die Knoten haben die folgenden Abstdnde von a: ¢ — 1, d — 2,
e—2,9g—2,b, h,iund f sind von a aus nicht erreichbar.

Zu Beginn dieses Abschnitts haben wir Graphen als Datenstrukturen vorgestellt, die
bindre Beziehungen ausdriicken. Wenn auch Beziehungen zwischen grofieren Knotenmen-
gen beschrieben werden sollen, werden Graphen zu Hypergraphen verallgemeinert. Eine
Hyperkante ist eine Teilmenge V' der Knotenmenge V' und driickt eine gemeinsame Be-
ziechung zwischen allen Knoten in V' aus. Wir wollen hier Hypergraphen nicht weiter
betrachten.

2.7 Datenstrukturen fiir Intervalle

Wir wollen eine Datenstruktur fiir folgende Problemstellung entwerfen. Fiir i € {1,...,n}
gibt es einen Zahlenwert w(i). Ausgehend von diesen Werten soll in der Preprocessing
Phase eine Datenstruktur aufgebaut werden, so dass fiir Intervalle [i, j] = {i,..., 7} der
Wert w(i, 7) := w(i)+- - -+w(j) schnell berechnet werden kann (Query Zeit). In manchen
Anwendungen (siehe Kapitel 5) ist es auch nétig, einen Wert w(¢) zu dndern (Update).

Wir kénnen die w(i)-Werte in einem Array abspeichern, was einen geringen Speicherplatz-
bedarf von n bedeutet. Die Berechnung von w(%, j) ist dann in Zeit ©(j — ¢ + 1) moglich.
Dies fiihrt fiir grofie Intervalle zu einer linearen Rechenzeit. Der Wert von w(i) kann in
konstanter Zeit gedndert werden.

Andererseits kénnen wir vorab eine obere Dreiecksmatrix bilden, die an Stelle (i, j) den
Wert w(i, j) enthélt. Wie in Kapitel 2.2 diskutiert, kann diese Matrix in einem Array der
Linge ©(n?) abgespeichert werden. Dieser grofie Speicherplatzbedarf ermdglicht offen-
sichtlich eine schnelle Zugriffszeit von ©(1) auf w(i, j). Wenn wir den Wert von w(|n/2])
dndern wollen, miissen die Werte fiir ©(n?) Intervalle geéindert werden.
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Beide naiven Datenstrukturen haben gravierende Nachteile. Wir suchen nach einer Da-
tenstruktur, die weit weniger als quadratischen Speicherplatz und weit weniger als lineare
Zugriffszeit erfordert. Segmentbdume (segment trees) bieten einen verniinftigen Kompro-
miss.

An der Wurzel des Segmentbaumes reprisentieren wir das Intervall [1,n]. Ein Knoten
[l,r] wird Blatt, wenn [ = r ist. Ansonsten erhélt er zwei Kinder, die [, | (I 4 r)/2|] und
[[(l4+7)/2] 4+ 1, r] reprédsentieren. Am Knoten [[,r] wird w(l,r) abgespeichert. Abbildung
2.7.1 zeigt einen Segmentbaum fiir n = 20.
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Abbildung 2.7.1: Der Segmentbaum fiir n = 20.

Da wir die Intervalle stets halbieren, betrégt die Tiefe des Segmentbaums [logn]. Die
Anderung von w(i) fiihrt zur Anderung der maximal [logn] 4+ 1 Werte auf dem Weg von
der Wurzel zum Blatt [i,¢]. Wir wollen nun ein vorgegebenes Intervalle [i, j] in moglichst
wenige disjunkte Intervalle zerlegen, die im Segmentbaum vorhanden sind und effizient
aufgesucht werden kénnen. Wenn wir diese Intervalle aufgesucht haben, kénnen wir aus
den zugehorigen Informationen w(i, j) berechnen. Wenn wir im Segmentbaum auf das
Intervall [, r], zu Beginn [l,r] = [1,n], stoflen, gibt es vier Moglichkeiten.

1) i<l<r<j
Die Information iiber [[,7] wird benutzt. STOP.

(2) j<[U+r)/2].
Es geniigt, im linken Teilbaum weiter zu suchen.

(3) i>|(I+r)/2].

Es geniigt, im rechten Teilbaum weiter zu suchen.
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(4) i < |(l+7r)/2], 7> [(l+7)/2] und nicht (1).
Wir haben einen Gabelungspunkt erreicht und miissen in beiden Teilbdumen weiter
suchen.

Zunéchst deutet nichts auf die Zeiteffizienz dieses Verfahrens hin. Warum sollten wir nicht
viele Gabelungspunkte finden und daher gezwungen sein, fast den ganzen Baum zu durch-
suchen? Wenn es keinen Gabelungspunkt gibt, dann suchen wir nur héchstens [logn] + 1
Knoten im Segmentbaum auf. Ansonsten ist der Weg bis zum ersten Gabelungspunkt [, 7]
eindeutig. Im linken Teilbaum erreichen wir den Knoten [I, | ({ + 7)/2]], und wir wissen,
dass j > [(l + r)/2] ist. Unser Suchintervall [i, j] ragt also rechts tiber alle im linken
Teilbaum abgespeicherten Intervalle hinaus. Wenn wir in diesem Teilbaum den Knoten
[I',r'] aufsuchen, gilt 7 > r’. Wenn wir fiir diesen Knoten auch im linken Teilbaum suchen,
gilt ¢ < |[(I"+7r")/2], d.h. [i, j] tiberdeckt das rechte Kind [|({"++")/2] + 1, ']. Der Knoten
[I',7'] ist also kein echter Gabelungspunkt, da das rechte Kind zum Fall (1) gehort und
direkt zur Ausgabe beitréigt. Insgesamt suchen wir also weniger als 4[logn| Knoten auf,
von denen weniger als 2[logn] zur Losung beitragen.

Diese Betrachtungen werden in Abbildung 2.7.2 veranschaulicht.

unechter
Gabelungspunkt X —=—— echter Gabelungspunkt

<

Information
direkt

I
I
I
I
| I
| I
| I
1 verwertbar !
| |
| I
untersuchtes

: : Intervall

Abbildung 2.7.2: Echte und unechte Gabelungspunkte bei einer Abfrage
in einem Segmentbaum.

Der Segmentbaum kann leicht in Zeit ©(n) aufgebaut werden und, da er 2n — 1 Knoten
hat, auf Platz ©(n) abgespeichert werden. Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen.

Satz 2.7.1: Segmentbéume auf 1,...,n konnen in Zeit ©(n) aufgebaut werden (Prepro-
cessing Time) und haben ©(n) Platzbedarf. Die Information tiber ein Intervall kann in
Zeit O(logn) berechnet werden (Query Time).

Es ist zu beachten, dass die Zeit fiir das Preprocessing nur einmal anféllt und dann sehr
viele Fragen beantwortet werden konnen.

Auch hier fassen wir die Resultate zusammen.
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alle w(i) alle Intervalle Segmentbaum
Speicherplatz |  ©O(n) O(n?) O(n)
Preprocessing |  ©(n) O(n?) O(n)
Update w(7) O(1) O(n?) O(logn)
Query w(i, j) O(n) O(1) O(logn)

Tabelle 2.7.1: Rechenzeiten fiir die verschiedenen Datenstrukturen.

Wie sehr oft hat die Datenstruktur, die den besten Kompromiss darstellt, fiir keine Ope-
ration die beste Rechenzeit.

2.8 Datenstrukturen fiir Partitionen

Es seien n Objekte, 0. B.d. A. mit 1,...,n bezeichnet, gegeben und zu Beginn in n ein-
elementigen Mengen, ebenfalls 0. B.d. A. mit 1,...,n bezeichnet, organisiert. Folgende
Operationen sollen unterstiitzt werden.

FIND(z), 1 <z < n: Bestimme den Namen der Menge, in der sich = befindet.
UNION(A, B), wobei A und B aktuelle Mengennamen sind: Vereinige die Mengen A und
B. Der Name fiir die neue Menge kann beliebig gewihlt werden, ohne dass zwei Mengen
denselben Namen erhalten. Da jedes Objekt nur in einer Menge sein darf, werden A und B
bei ihrer Vereinigung vernichtet. Die neue Menge darf also auch mit A oder B bezeichnet
werden.

Da jedes Objekt stets nur in einer Menge enthalten ist, bilden die Mengen jeweils eine
Partition von {1,...n} und wir haben es mit Datenstrukturen fiir Partitionen zu tun, die
die Befehle FIND und UNION unterstiitzen.

FIND-Befehle konnen zu verschiedenen Zeitpunkten verschiedene Antworten haben. Da
jeder UNION-Befehl die Zahl aktueller Mengen um 1 verringert, kann eine Befehlsfolge
nur n — 1 UNION-Befehle enthalten. Dann sind alle Objekte in einer Menge zusammen-
gefasst. Damit die Mengennamen in einem Array verwaltet werden konnen, sollten als
Mengennamen nur Elemente aus {1,...,n} benutzt werden. In diesem Kapitel stellen wir
Datenstrukturen vor, die UNION- und FIND-Befehle unterstiitzen. Eine Anwendung wird
in Kapitel 5 vorgestellt.

Wir diskutieren zunéchst zwei triviale Datenstrukturen. Wir kénnen ein Array der Objek-
te anlegen und fiir jedes Objekt den Mengennamen verwalten. FIND-Befehle kosten Zeit
©(1), UNION-Befehle Zeit ©(n), da wir alle Elemente einer Menge nur finden kénnen,
indem wir das gesamte Array durchlaufen. Wir konnen auch ein Array der Mengen ver-
walten und dazu Listen mit den dazugehorigen Objekten und jeweils einem Extrazeiger
auf das Listenende. UNION-Befehle kosten Zeit O(1), aber FIND-Befehle Zeit O(n). Wir
stellen zwei Datenstrukturen, die beide Befehlstypen unterstiitzen, vor.

Die erste Datenstruktur unterstiitzt besonders FIND-Befehle. Wir benutzen ein Array R
der Lange n, wobei R(i) den Namen der Menge enthélt, in der ¢ liegt. Wenn wir uns fiir
die UNION-Befehle stets alle Elemente der zu vereinigenden Mengen ansehen, lassen sich
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fiir n — 1 UNION-Befehle Kosten von ©(n?) im worst case nicht vermeiden. Daher werden
wir fiir jede aktuelle Menge A eine Liste L(A) der Elemente in A verwalten. Aulerdem soll
s(A) die Grofe von A beschreiben. Wir wollen nun als neuen Namen fiir die Vereinigung
von A und B den Namen der grofleren der beiden Mengen benutzen. Dann muss R nur
fiir die Elemente der kleineren Menge geédndert werden.

Die Initialisierung der Datenstruktur ist in Zeit ©(n) moglich. Das Ergebnis von FIND(x)
ist einfach R(z). Damit kostet ein FIND-Befehl nur konstante Zeit. UNION-Befehle wer-
den mit folgendem Algorithmus ausgefiihrt.

Algorithmus 2.8.1: UNION(A, B)

(1) Teste, ob s(A) < s(B) ist. Falls ja, gehe zu (2) sonst zu (3).

(2) Durchlaufe L(A), fir z € L(A) setze R(x) := B und hénge L(B) an das Ende von
L(A). Die neue Liste erhiilt den Namen L(B). Setze s(B) := s(A) + s(B).

(3) Analog zu (2) mit vertauschten Rollen von A und B.

Offensichtlich betrégt die Laufzeit von Algorithmus 2.8.1 ©(min{s(A), s(B)}).

Satz 2.8.2: Mit Hilfe der listenorientierten Datenstruktur kann jede Folge von n — 1
UNION- und m FIND-Befehlen in Zeit O(nlogn + m) ausgefiithrt werden.

Beweis: Nach unseren Voriiberlegungen geniigt es zu zeigen, dass die UNION-Befehle in
Zeit O(nlogn) ausfithrbar sind.

Es seien Aq,...,A,_; die kleineren Mengen bei den UNION-Befehlen. Die Rechenzeit
betragt dann O(s(A1) + -+ + s(A,—1)). Die Abschétzung dieser Summe ist schwierig.
Zwar wissen wir, dass s(A;) = 1 ist, andererseits kann s(A,_1) = [n/2] sein. Wir kénnen
uns fiir jedes i > n/2 Befehlsfolgen iiberlegen, so dass s(A;) > [n/4] ist. Andererseits
konnen nicht alle s(A;),i > n/2, mindestens |n/4] sein. Dies ist eine nicht untypische
Situation. Wir koénnen jedes s(A;) durch seinen Maximalwert abschitzen und erhalten
dann die richtige Schranke O(n?), die aber weit von der wahren Rechenzeit entfernt ist.
Man spricht von der amortisierten Rechenzeit, wenn man die Rechenzeit einer Befehlsfolge
betrachtet. Diese kann viel kleiner als das Produkt aus der Anzahl der Befehle und der
worst case Rechenzeit aller Befehle und sogar viel kleiner als als die Summe der worst case
Rechenzeiten fiir die einzelnen Befehle sein. Wie aber kénnen wir dann die amortisierte
Rechenzeit abschétzen?

Ein wesentlicher Trick besteht in der so genannten Buchhaltermethode, mit der wir die
entstehenden Kosten, also die Rechenzeiten, auf andere Kostentriger so umbuchen, dass
die Summe der Kosten hinterher einfacher zu berechnen ist. Als neue Kostentréger wahlen
wir hier die Objekte 1,...,n. Fir den Summanden s(A;) werden die Kosten so auf die
Objekte aus A; umgebucht, dass jedes © € A; eine Kosteneinheit erhilt. Wieviele Ko-
steneinheiten kann z erhalten? Das Objekt x startet in einer Menge der GroBe 2°. Immer
wenn x eine Kosteneinheit erhilt, verdoppelt sich die Grofle der Menge, die x enthalt,
mindestens. Dies liegt daran, dass die A;-Mengen die kleineren (genauer: nicht groBeren)
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bei den UNION-Befehlen sind. Erhélt x insgesamt a(x) Kosteneinheiten, ist 2 am Ende in
einer mindestens 2%®)-elementigen Menge. Also ist 2%®) < n und a(r) < |logn]. Damit
folgt s(Ay) + -+ + s(A4,) < n|logn| und die Behauptung. O

Es lésst sich leicht zeigen, dass die im Beweis von Satz 2.8.2 gezeigte obere Schranke bis
auf einen Faktor 1/2 optimal ist. Dazu betrachte man einen balancierten Baum mit n
Blattern und eine Folge von UNION-Befehlen, die die Mengen geméfl des Baumes von
den Bléttern zur Wurzel vornimmt.

Die zweite Datenstruktur unterstiitzt besonders UNION-Befehle. Dazu werden die Men-
gen durch Badume dargestellt. Jeder Knoten repréasentiert ein Element der Menge, an der
Wurzel steht der Name der Menge und die Grofle der Menge. Es wird die erste Daten-
struktur fiir Biume verwendet. Die Knoten stehen in einem Array und zu jedem Knoten
gehort ein Zeiger auf seinen Elter. Auf die Elemente kann also direkt zugegriffen werden,
ebenso auf die Mengen, genauer auf die Wurzeln der Baume, die die Mengen darstellen.

UNION(A, B): Greife auf die Wurzeln der Baume, die A und B darstellen, zu. Bestimme
die kleinere Menge, 0.B.d.A. sei dies A. Die Wurzel von A erhélt nun die Wurzel von
B als Elter. Der Name der neuen Menge ist B und es wird s(B) durch s(A) + s(B)
ersetzt. UNION-Befehle sind also in konstanter Zeit durchfiithrbar. Indem wir die kleineren
Mengen in die grofleren Mengen einhéngen, versuchen wir zu erreichen, dass keine Baume
mit langen Wegen entstehen.

FIND(z): Starte in « und laufe den eindeutigen Weg von = zur Wurzel des Baumes, in
dem x liegt. Dort steht der Name der Menge, zu der x gehort.

Lemma 2.8.3: Bei der baumorientierten Datenstruktur haben die Baume durch |logn |
beschrankte Tiefe. FIND-Befehle kénnen also in Zeit O(logn) durchgefiithrt werden.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion iiber die Tiefe d, dass jeder erzeugte Baum, des-
sen Tiefe mindestens d betrigt, mindestens 2¢ Knoten enthilt. Daraus folgt sofort die
Behauptung.

Fiir d = 0 ist die Behauptung erfiillt. Sei nun 7T ein moglicher Baum, der unter allen
Béumen mit Mindesttiefe d die kleinste Knotenzahl hat, wobei d > 1 ist. T" entstand
dadurch, dass T in 75 eingehdngt wurde. Also ist s(71) < s(7T3) < s(T'). Nach Wahl von
T ist die Tiefe von T} hochstens d — 1. Wére die Tiefe kleiner als d — 1, miisste T, bereits
Tiefe d haben, damit 7" Tiefe d hat. Dies und s(73) < s(7T') steht im Widerspruch zur
Konstruktion von 7'. Also hat T Tiefe d — 1 und damit mindestens 2¢~! Knoten. Es folgt
s(T) = s(Ty) + s(Tz) > 2s(Ty) > 2% O

Bemerkenswert ist der Ansatz diese Beweises. Wir suchen eigentlich unter den entstande-
nen Baumen mit n Knoten einen mit maximaler Tiefe. Statt dessen suchen wir unter allen
entstehenden Baumen mit Tiefe d einen mit minimaler Knotenzahl und errechnen aus dem
Ergebnis das eigentlich gewiinschte Ergebnis. Wir erhalten nun fiir n — 1 UNION-Befehle
und m FIND-Befehle die Schranke O(n + mlogn) fir die Rechenzeit.
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In vielen Féllen ist m grofler als n. Dann verschenken wir die bei der Ausfithrung von
FIND-Befehlen gewonnene Information. Mit Hilfe der Pfadkompromierung (path com-
pression) speichern wir die gewonnene Information.

Wiéhrend FIND(z) speichern wir den gesamten Suchpfad ab und lassen, nachdem wir
die Wurzel des Baumes gefunden haben, alle Knoten auf dem Suchpfad auf diese Wurzel
zeigen. Die Kosten des gerade ausgefithrten FIND-Befehls wachsen um einen konstanten
Faktor, spitere FIND-Befehle kénnen viel effizienter ausgefiithrt werden. Je teurer ein
FIND-Befehl ist, desto grofler ist auch die potenzielle zukiinftige Einsparung. Wir stellen
die Technik der Pfadkomprimierung in Abbildung 2.8.1 dar.

Abbildung 2.8.1: Die Technik der Pfadkomprimierung.

Die Abschéatzung der Kosten fiir m FIND-Befehle bleibt spéteren Vorlesungen vorbehal-
ten. Wir stellen nur das Ergebnis vor.

Definition 2.8.4: Die Funktion Zweierturm 7 ist rekursiv definiert durch
Z(0) := 1 und Z(i) := 2701
dazu sei log* n := min{k|Z(k) > n}.

Wir konnen log* n folgendermaflen interpretieren. Es ist die kleinste Anzahl von Anwen-
dungen von log auf n, so dass eine Zahl entsteht, die nicht gréfler als 1 ist. Es gilt

Z(1) =2, Z(2) =4, Z(3) =16, Z(4) = 65.536, Z(5) = 25°5%.

Damit ist log*n < 5 fiir n < 205-536,

Satz 2.8.5: Mit Hilfe der baumorientierten Datenstruktur und der Technik der Pfadkom-
primierung kann jede Folge von n — 1 UNION- und m FIND-Befehlen in Zeit
O((n 4+ m)log" n) ausgefithrt werden.
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2.9 Datenstrukturen fiir boolesche Funktionen

Bisher haben wir so einfache Objekte wie Mengen, Baume, Graphen, Intervalle und Parti-
tionen behandelt. Wir kommen nun zu Funktionen mit endlichem Definitions- und Bildbe-
reich, also nach entsprechender Codierung zu booleschen Funktionen f: {0,1}" — {0,1}™,
die wir in die Koordinatenabbildungen fi,..., f,, mit f = (fi,..., fi,) zerlegen kénnen.
Eine boolesche Funktion mit einem Output, also f:{0,1}" — {0,1} kann wiederum mit
der Menge f~1(1) identifiziert werden. Also haben wir es wieder nur mit Mengen zu tun?!
Ja und dennoch ist die Situation eine ganz andere. Bisher haben wir Mengen behandelt,
bei denen es denkbar ist, die Mengen durch Aufzdhlung ihrer Elemente zu beschreiben.
Die Menge f~'(1) ist jedoch eine Teilmenge der 2"-elementigen Menge {0,1}" und hat
typischerweise zu viele Elemente, um sie aufzuzahlen. Hier miissen wir auch feststellen,
dass es 22" boolesche Funktionen f:{0,1}" — {0,1} gibt und jede Darstellung im Durch-
schnitt mindestens 2™ Bits braucht. Also kénnen wir nur auf Datenstrukturen hoffen,
die fiir viele (wichtige) Funktionen eine kurze Darstellung haben und zusétzlich wichtige
Operationen auf booleschen Funktionen unterstiitzen.

Als Anwendungsbeispiel sei die Hardwareverifikation genannt. Ein neuer Prozessor ver-
wendet einen neuen Dividierer und es soll verifiziert werden, dass er fiir alle Eingaben (in
der Hardware haben die Eingaben feste Linge) dieselben Ergebnisse liefert wie der alte
Prozessor. Wir kommen auf dieses Beispiel spéter zuriick.

Da wir Funktionen stets durch Graphen mit Zusatzinformationen darstellen, soll G ; die
Darstellung von f beziiglich einer Datenstruktur bezeichnen. Die folgende Liste von Ope-
rationen soll unterstiitzt werden.

1.) Auswertung: Fiir Gy und a € {0,1}" soll f(a) berechnet werden. Es ist wohl nicht
notig, diese Operation zu motivieren.

2.) Gleichheitstest: Fiir Gy und G, soll entschieden werden, ob f(a) = g(a) fiir alle
a € {0,1}"™ gilt. Dies ist durch das Verifikationsbeispiel motiviert.

3.) Synthese: Fiir Gy und G, und eine binédre boolesche Operation ® wie AND, OR,
oder EXOR soll Gy, eine Darstellung von h: = f ® g, berechnet werden. Es ist im
Hardareentwurf iiblich, komplexere Funktionen aus einfacheren zusammenzusetzen.
Dieser Prozess soll nachgeahmt werden. So kann eine Hardwarebeschreibung aus-
gehend von den Eingabevariablen Stiick fiir Stiick in eine Darstellung gemifl der
gewahlten Datenstruktur iiberfithrt werden.

4.) Erfiillbarkeitstest: Fiir Gy soll entschieden werden, ob es eine Eingabe a € {0,1}"
mit f(a) = 1 gibt. Dies ist motiviert, da Synthese und Erfiillbarkeitstest einen
Gleichheitstest ermdoglichen. Offensichtlich sind f und g gleich, wenn f @© g (® =
EXOR) nicht erfiillbar ist.

5.) Ersetzung durch Funktionen: Fiir G, G, und eine Variable z;,1 < i < n, soll eine
Darstellung Gy, fiir h: = f|;,—,, definiert durch

h(ay,...,an):= fla, ... ai1,9(ar, ..., a,), Gip1, ..., an),
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berechnet werden. Héufig wird eine Variable als , Stellvertreter® fiir die Ausgabe
eines anderen Hardwaremoduls verwendet und muss schliellich durch die Funktion,
fiir die sie stellvertretend steht, ersetzt werden. Im Spezialfall, dass g eine Konstante
Funktion ist, sprechen wir von der Ersetzung durch Konstanten. Dieser Spezialfall ist
wichtig, da der allgemeinere Fall auf den Spezialfall und die Synthese zuriickgefiihrt
werden kann. Es gilt ndmlich mit der Shannon-Zerlegung fiir boolesche Funktionen

f\:m:g = (g A f|m,:1) + (g A f\:vZ:O)'
6.) Abstraktion oder Quantifizierung: Fiir G und eine Variable x;,1 < i < n, soll

(325) f: = flzy=0 + flzi=1

oder
(Vi) fr = flzi=0 A flzi=1

berechnet werden. Wenn die Spezifikation eines Harwaremoduls gewisse Ausgaben
verbietet (z. B. die Ausgabe 0, falls die Ausgabe als Divisor in einer folgenden
Rechnung auftritt), muss nachgewiesen werden, dass fiir alle Eingaben bestimmte
Ausgaben nicht erzeugt werden. Hier ist schon nach Definition klar, dass diese Ope-
rationen auf die Ersetzung durch Konstanten und Synthese zuriickgefiithrt werden
konnen.

Eine der kompaktesten Darstellungen boolescher Funktionen bilden Schaltkreise. Sie wer-
den durch Bausteinlisten (Gatterlisten, gate lists, net lists) beschrieben. Dies ist eine
Aufzéhlung By, ..., B,, von Bausteinen, wobei jeder Baustein B; ein Tripel aus der anzu-
wendenden binédren booleschen Funktion und den beiden Vorgéngern ist. Als Vorgénger
von B; sind die Bausteine By, ... B;_1, die Variablen x1, ...z, und die Konstanten 0 und
1 erlaubt. Die an B; dargestellte Funktion ergibt sich durch Auswertung der zugehorigen
Funktion auf die an den Vorgéngern dargestellten Funktionen. Schaltkreise sind gerich-
tete azyklische Graphen mit Knoten fiir 0,1, xy,...,2,, By, ..., B, und Kanten von den
Vorgéngern auf den jeweiligen Baustein. Innerhalb der Datenstruktur Schaltkreis haben
die Objekte, also die booleschen Funktionen, keine eindeutige Darstellung. Dies macht
den Gleichheitstest ja erst zu einer spannenden Aufgabe. Gleichzeitig fithrt das zu einer
weiteren wichtigen Operation.

7.) Minimierung: Fiir G finde eine Darstellung minimaler GréSe fiir f innerhalb der
betrachteten Datenstruktur.

Schaltkreise bilden nicht nur eine kompakte, sondern auch eine natiirliche Darstellung
von booleschen Funktionen. Sie sind originéire Bestandteile unserer Rechner. Als Hard-
ware realisiert ist aber nur noch die Auswertung interessant. Wir wollen die betrachteten
Operationen fiir Schaltkreise analysieren.

Die Auswertung ist in Zeit O(m) moglich, da wir die Ergebnisse an den einzelnen Bau-
steinen sequenziell berechnen konnen. Dies gilt fiir die softwareméflige Simulation des
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Schaltkreises. Hardware erlaubt eine Zeitersparnis durch Parallelverarbeitung. Fiir zwei
Schaltkreise ist die Synthese in linearer Zeit moglich. Die Schaltkreise werden kopiert,
wobei sie auf dieselben Inputs zugreifen. An einem letzten Baustein vom Typ ®, der
als Vorgéinger die Bausteine erhélt, an denen f und ¢ dargestellt werden, wird dann
h = f ® g dargestellt. Die Ersetzung durch Konstanten ist einfach. Alle x; verlassenden
Kanten werden durch Kanten, die die entsprechende Konstante verlassen, ersetzt. Den-
noch sind Schaltkreise nur als statische Datenstruktur fiir die wiederholte Auswertung
geeignet und nicht als dynamische Datenstruktur. Der Grund ist, dass fiir die Opera-
tionen Erfiillbarkeitstest, Gleichheitstest und Minimierung keine effizienten Algorithmen
bekannt sind. (Es gibt sogar sehr gute Griinde, warum es fiir diese Operationen keine
effizienten Algorithmen geben kann, aber das gehort in andere Vorlesungen.)

Die am haufigsten eingesetzte dynamische Datenstruktur fiir boolesche Funktionen ist die
Darstellung durch OBDDs (ordered binary decision diagrams).

Definition 2.9.1: Ein 7-OBDD zur Variablenordnung 7 = (z1, ..., x,) ist ein gerichteter
azyklischer Graph G = (V, E') mit Zusatzinformationen. Die Kontenmenge enthilt Senken
(ohne Nachfolger) und innere Knoten. Jede Senke ist mit einer booleschen Konstanten
markiert. Jeder innere Knoten ist mit einer Variablen x;,1 < ¢ < n, markiert und hat
zwei ausgehende Kanten, von denen eine mit 0 und die andere mit 1 markiert ist. Der
Endpunkt einer einen z;-Knoten verlassenden Kante darf nur ein z;-Knoten mit j > ¢
oder eine Senke sein. (Der Graph zerfillt in n + 1 Schichten, den z;-Knoten, ..., den
z,-Knoten und den Senken und alle Kanten sind ,,abwérts“ gerichtet.) Jeder Knoten v
in einem OBDD stellt eine boolesche Funktion f, dar. Der Wert f,(a),a € {0,1}", ist
folgendermafen definiert. Der Auswertungsweg startet an v, an x;-Knoten wird die a;-
Kante gewahlt, bis eine Senke s erreicht wird. Dann ist f,(a) gleich der Markierung von
S.

Da die Variablen einer booleschen Funktion keine festgelegte Ordnung haben, erhalten
wir fiir verschiedene Variablenordnungen, z. B. 7 = (z1,29,23) und ©’ = (z3, 21, z2),
verschiedene Datenstrukturen. Daher spricht man von 7-OBDDs, wenn die Variablenord-
nung 7 gewihlt wurde. Die Wahl einer geeigneten Variablenordnung ist ein wichtiges und
schwieriges Problem. Eine Funktion kann beziiglich 7 lineare Grofle haben und beziiglich
7" exponentielle Grofle erfordern. Operationen wie die Synthese sind nur effizient durch-
zufithren, wenn die betrachteten OBDDs dieselbe Variablenordnung respektieren. Dieses
Problem wollen wir hier nicht vertiefen, sondern nur iiber 7-OBDDs mit der natiirlichen
Variablenordnung m = (zy, ..., x,) diskutieren.

Wir kommen nun zu den Operationen auf 7-OBDDs. Die Liange des Auswertungsweges ist
durch n beschrankt. Daher ist die Auswertung unabhéngig von der Grole des 7-OBDDs in
Zeit O(n) moglich. Die Ersetzung durch Konstanten ist ebenfalls einfach. Betrachten wir
den Fall, dass z; durch c ersetzt werden soll. Dann erhalten wir die richtige Ausgabe, wenn
wir die Auswertung so abdndern, dass wir an x;-Knoten stets die c-Kante wihlen. Dies
konnen wir erreichen, indem wir alle Kanten auf z;-Knoten direkt auf deren c-Nachfolger
zeigen lassen und die x;-Knoten eliminieren. Dies ist mit einem DFS-Durchlauf des 7-
OBDDs in linearer Zeit moglich. Der Erfiillbarkeitstest fiir die an v dargestellte Funktion

o4



Abbildung 2.9.1: Ein OBDD fiir die Addition von 4-Bit-Zahlen.
Gestrichelte Kanten sind 0-Kanten, durchgezogene Kanten 1-Kanten.

ist dquivalent zur Frage, ob es einen gerichteten Weg von v zu einer mit 1 markierten
Senke gibt. Da auf jedem Weg jede Variable nur einmal , getestet® wird, gibt es fiir je-
den graphentheoretischen Weg eine Eingabe, fiir die dieser Weg der Auswertungsweg ist.
Also kann der Erfiillbarkeitstest mit einem an v startenden DFS-Durchlauf durchgefiihrt
werden.

Wir kommen nun zur Synthese. Es seien also Gy, G, und ® gegeben, sowie v* und w*
die Knoten, an denen f und g dargestellt werden. Wie erhalten wir f(a) ® g(a)? Wir
durchlaufen die Auswertungswege in Gy und G, und verkniipfen die Ergebnisse. Die Idee
besteht nun darin, Gy und G, gleichzeitig zu durchlaufen. Dazu bilden wir eine Art
Kreuzprodukt von Gy = (Vy, Ef) und G, = (V,, E,). Das Ergebnis G;, = (Vj, E,) sei
folgendermaBen definiert. Es ist Vj,: = V; x V. Sei (v, w) € V}, und seien vy, vy, wo, wy die
entsprechenden Nachfolger, wenn die Knoten keine Senken sind. Dann unterscheiden wir
die folgenden Félle:

1.) v ist z;-Knoten und w ist z;-Knoten. Dann wird (v, w) z;-Knoten mit dem 0-
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Nachfolger (v, wp) und dem 1-Nachfolger (v, w1 ).

2.) v ist z;-Knoten und w ist z;-Knoten. Falls i < j, wird (v, w) z;-Knoten mit dem 0-
Nachfolger (vp,w) und dem 1-Nachfolger (vy,w). Falls ¢ > j, wird (v, w) z;-Knoten
mit dem 0-Nachfolger (v, wp) und dem 1-Nachfolger (v, w).

3.) v ist z;-Knoten und w ist eine Senke. Dann wird (v,w) z;-Knoten mit dem 0-
Nachfolger (vy, w) und dem 1-Nachfolger (vy, w). Der Fall, dass v eine Senke und w
ein x;-Knoten ist, wird analog behandelt.

4.) v ist eine ¢;-Senke und w eine co-Senke. Dann wird (v, w) eine (¢; ® ¢y)-Senke.

Da fir OBBDs G = (V, E) nach Definition |E| < 2|V| ist, bezeichnen wir mit |G|: = |V/|
die GroBle des OBDDs. Mit der obigen Definition erhalten wir ein 7-OBDD G} mit
|G| = |Gy| - |G4|. Wir miissen zeigen, dass G, am Knoten (v*,w*) wirklich h = f® g
darstellt. Dazu zeigen wir allgemein, dass G am Knoten (v,w) die Funktion f, ® g,
darstellt. Dies wird iiber Induktion beziiglich der Knotennummern gezeigt, wobei wir
die Knoten in umgekehrter topologischer Sortierung behandeln. Wir beginnen also bei
den Knoten (v,w), fiir die v und w Senken sind. Dann gilt die Behauptung per Defi-
nition. Wir betrachten nun einen z;-Knoten (v,w) und die zugehorige Funktion A, ).
Es wird behauptet, dass hyw) = fo ® g ist. Es geniigt, die Behauptung fiir die beiden
Subfunktionen (Kofaktoren) Ay w)z,—0 und Ay wyz,=1 2u zeigen, da dies eine vollstandi-
ge Fallunterscheidung ist. Betrachten wir 0.B.d.A. den Fall z; = 0. Es wird A(yw)z—0
am 0-Nachfolger von (v, w) dargestellt. Nach Induktionsvoraussetzung und Konstruktion
wird dort in allen Fallen (fy)jz,=0 ® (guw)jzi=0 = (fo ® Guw)jzi=0 dargestellt. Dies folgt fiir
z;-Knoten v und/oder z;-Knoten w direkt. Ist z. B. w ein x;-Knoten, dann ist j > ¢ und
gw kann nicht von x; essenziell abhidngen, da unterhalb von z;-Knoten kein z;-Knoten
erlaubt ist. Gleiches gilt, falls w eine Senke ist. In diesen Féllen ist g, = gyz,—0 und die
Induktionsbehauptung folgt ebenfalls.

Die Synthese ist also effizient durchfithrbar, aber die OBDD-Grofle wichst bei mehreren
Syntheseschritten schnell. Wenn wir nur A darstellen wollen, sind alle Knoten, die von
(v*,w*) nicht erreichbar sind, iiberfliissig und kénnen eliminiert werden. Bei m-OBDDs
mit mehr als 10° Knoten ist es essenziell, dass wir derartige Knoten gar nicht erst erzeugen.
Dazu erzeugen wir ein 7-OBDD G, fiir h in einem DFS-Ansatz. Wir starten mit (v*, w*)
und benutzen einen Stack fiir die Knoten von G},, die wir erzeugt haben, fiir die wir aber
noch keine Nachfolger konstruiert haben. Dies impliziert also einen DFS-artigen Aufbau
des m-OBDDs fiir h. Solange noch ein Knoten auf dem Stack ist, erzeugen wir, wie bei der
Bildung des Kreuzproduktes beschrieben, die Nachfolger dieses Knotens und legen sie auf
dem Stack ab. Hierbei miissen wir aber aufpassen. Bei einem DFS-Durchlauf durch einen
Graphen wird bei jedem erreichten Knoten iiberpriift, ob er zum ersten Mal oder zum
wiederholten Mal erreicht wird. Nur im ersten Fall wird von ihm aus die Suche fortgesetzt.
Hier haben wir es mit der DFS-Konstruktion von G, einem 7-OBDD auf einer Teilmenge
von Vi x Vg, zu tun. Daher legen wir eine Tabelle, die so genannte ,,computed-table®,
aller bereits besuchten (v,w) € Vy x V, an. Auf diese Weise kann beim wiederholten
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Abbildung 2.9.2: Eliminationsregel und Verschmelzungsregel fiir 7-OBDDs.

Erreichen von (v, w) die Erzeugung eines neuen Knotens durch eine Kante auf den bereits
vorhandenen Knoten ersetzt werden.

Zusitzlich gibt es zwei einfache Regeln zur Verkleinerung von m-OBDDs (siehe Abbildung
2.9.2.):

— Eliminationsregel: Zeigen die 0-Kante und die 1-Kante von einem Knoten v auf
denselben Knoten w, kénnen alle Knoten auf v durch Kanten auf w ersetzt und der
Knoten v kann eliminiert werden.

— Verschmelzungsregel: Haben zwei Knoten v und w dieselbe Markierung z;, denselben
0-Nachfolger und denselben 1-Nachfolger, kénnen alle Kanten auf v durch Kanten
auf w ersetzt und der Knoten v kann eliminiert werden.

Es ist offensichtlich, dass wir auf diese Weise von jedem Knoten aus (eventuell von w statt
von v aus) und jede Eingabe dieselbe Senke erreichen.

Diese Regeln verédndern also nicht die Menge der dargestellten Funktionen und verkleinern
m-OBDDs um jeweils einen Knoten. Sie konnen also stets eingesetzt werden. Wir zitieren
hier nur ein zentrales Ergebnis.

Satz 2.9.2: Es seien vy, ...,v, Knoten in einem m-OBDD G, an denen fi,..., f,, dar-
gestellt werden. Wenn in G alle Knoten von mindestens einem der Knoten vy, ..., v,
erreichbar sind und wenn in GG weder die Eliminationsregel noch die Verschmelzungsregel
anwendbar ist, dann ist G' das kleinste 7-OBDD, das fi,..., f,, darstellt und G ist bis
auf die Benennung der Knoten eindeutig.

Wir haben es bisher verhindert, nicht erreichbare Knoten zu konstruieren. Wenn wir nun
zusétzlich die beiden Reduktionsregeln, also die Eliminationsregel und die Verschmel-
zungsregel, sofort* anwenden, erzeugen wir ,, automatisch® 7-OBDDs minimaler Grofle.
Hierin liegt die eigentliche Stérke der Datenstruktur 7-OBDD. Es wird die Konstruktion
unnotig groffer m-OBDDs vermieden. Wir integrieren nun die Anwendung der Reduk-
tionsregeln in den Syntheseprozess. Immer wenn die an einem Knoten (v, w) startende
DFS-Konstruktion abgeschlossen ist, iiberpriifen wir, ob (v, w) iiberfliissig ist. Aufgrund
der DFS-Konstruktion ist die bisher einzige Kante auf (v, w) bekannt und kann gegebe-
nenfalls einen neuen Endpunkt erhalten. Ob die Eliminationsregel anwendbar ist, ist auf
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triviale Weise feststellbar. Fiir die Verschmelzungsregel verwenden wir eine zweite Tabelle,
die so genannte unique-Tabelle. In ihr sind alle bestéatigten Knoten, also die Knoten, fiir
die die DFS-Konstruktion abgeschlossen ist, als Tripel aus Markierung, 0-Nachfolger und
1-Nachfolger eingetragen. Wenn wir unseren neuen Knoten auch als Tripel beschreiben,
kann die Verschmelzungsregel genau dann angewendet werden, wenn dieses Tripel bereits
in der unique-table vorhanden ist.

Nun bekommt die computed-table eine zusétzliche Aufgabe. Da ein Knotenpaar (v, w)
besucht, aber eliminiert oder verschmolzen sein kann, muss diese Tabelle nun den Ver-
weis enthalten, welcher Knoten und welches Tripel im neu konstruierten 7-OBDD (v, w)
reprisentiert. Dies ist nétig, damit Kanten auf (v, w) auf den Reprasentanten von (v, w)
zeigen konnen. Beide Tabellen miissen die Operationen Suchen und Einfiigen unterstiitzen.
Datenstrukturen, die dieses tun, lernen wir in Kapitel 3 kennen. Die unique-table enthélt
niemals mehr Eintrége als das erzeugte m-OBDD, wahrend die computed-table viel mehr
Eintradge haben kann. Dieses Problem greifen wir in Kapitel 3 wieder auf. Hier soll darauf
hingewiesen werden, was passiert, wenn wir die computed-table gegebenenfalls verkiirzen,
indem wir Eintréage eliminieren. Dann werden DFS-Konstruktionen fiir Knotenpaare even-
tuell wiederholt gestartet. Das kostet Extrazeit, wobei Platz bei der computed-table ge-
spart wurde. Das Ergebnis bleibt jedoch korrekt, da die Reduktionsregeln die doppelt
erzeugten Knoten am Ende mit ihren Doppelgéngern verschmelzen.

Natiirlich konnen die Reduktionsregeln auch bei einer Ersetzung durch Konstanten einge-
setzt werden. Wir haben also nun effiziente Algorithmen fiir die Auswertung, den Erfiill-
barkeitstest, die Ersetzung durch Konstanten und die Synthese mit integrierter Minimie-
rung. Wir haben schon vorab beschrieben, wie wir daraus Algorithmen fiir den Gleich-
heitstest, die Ersetzung durch Funktionen und die Abstraktion von Variablen erhalten.

Obwohl die Synthese effizient durchzufiihren ist, kann das Ergebnis eine Groflie von
O(|G¢| - |G4|) haben. Damit kann eine Folge von n Syntheseschritten, ausgehend von
einem m-OBDD, das mit n + 2 Knoten 0,1, x4, ..., z, darstellt, zu einem 7-OBDD expo-
nentieller Gréfle fithren. Dies ist aber unvermeidlich, da es Funktionen gibt, die sich in
Schaltkreisen linearer Grofle, aber nur in OBDDs exponentieller Grofie darstellen lassen.
Mit diesen Bemerkungen schlieen wir diese kurze Einfithrung in das viel umfassendere

Gebiet OBDDs ab.
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3 Dynamische Dateien

3.1 Vorbemerkungen

Eine Datei heifit dynamisch, wenn wir in sie neue Daten einfiigen kénnen und aus ihr
Daten entfernen konnen. Wir nehmen an, dass ein Datum aus einem Schliissel £ und dem
eigentlichen Datensatz besteht. Die Schliissel stammen aus einem gegebenen Universum
U. Es gibt fiir jeden Schliissel £ zu keinem Zeitpunkt mehr als einen Datensatz, der unter
k abgespeichert ist.

Dynamische Dateien miissen also mindestens die folgenden Operationen unterstiitzen:

— MAKEDICT: Erzeugt eine leere Datei (dictionary, Worterbuch).

SEARCH (k): Sucht nach einem unter dem Schliissel k& abgespeicherten Datensatz
und gibt ihn gegebenenfalls aus.

INSERT (k, z): Fiigt den Datensatz « unter dem Schliissel k in die Datei ein. Falls
es einen Datensatz mit Schliissel k bereits gibt, wird dieser iiberschrieben.

DELETE (k): Entfernt £ und den unter k abgespeicherten Datensatz, falls vorhan-
den.

Zu den weiteren wiinschenswerten Operationen gehoren:

— MIN (MAX): Findet den Datensatz, der unter dem kleinsten (grofiten) Schliissel
abgespeichert ist.

— LIST: Listet die Datensétze, geordnet nach ihren Schliisseln, auf.

— CONCATENATE (D4, Dy, D): Nur definiert, falls alle Schliissel in D; kleiner als
alle Schliissel in D, sind. Es wird eine neue Datei D gebildet, die die Daten aus D,
und D, enthalt.

— SPLIT (D, k, Dy, Dy): Aus der Datei D werden die Dateien D; und Dy gebildet,
wobei D, alle Datensétze aus D enthélt, die unter Schliisseln k' < k abgespeichert
sind, und Dy die restlichen Datensétze aus D enthélt. Es wird teilweise angenommen,
dass D unter dem Schliissel £ einen Datensatz enthélt.

In diesem Kapitel werden verschiedene Realisierungen dynamischer Dateien diskutiert.
Wir beginnen in Kapitel 3.2 mit Verfahren unter der Bezeichnung Hashing. In den hier
vorgestellten einfachen Varianten kann die worst case Rechenzeit linear sein (und dieses
Verhalten konnen wir ja auch mit Arrays oder Listen erreichen). Allerdings ist das durch-
schnittliche und das ,,typische“ Verhalten viel besser. Wenn wir nun sehr viele Operationen
auf den dynamischen Dateien durchfiihren, kénnen wir mit einer sehr guten Gesamtre-
chenzeit rechnen. Im Kapitel 3.3 betrachten wir binédre Suchbdume. Dabei stellen wir fest,
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dass es wiinschenswert ist, die Baumtiefe zu kontrollieren. Dies gelingt mit 2-3-Baum-
en (Kapitel 3.4) und AVL-Béumen (Kapitel 3.6). Bayer-Baume (Kapitel 3.5) bilden eine
Verallgemeinerung von 2-3-Baumen, die fiir die automatische Datenverwaltung in Rech-
nern eine zentrale Rolle spielen. Alle bis dahin behandelten Datenstrukturen arbeiten
deterministisch. Der moderne Trend geht zu randomisierten Datenstrukturen und Algo-
rithmen. Diese erreichen typischerweise nicht das gleiche worst case Verhalten, aber mit
iberwiltigender Wahrscheinlichkeit (bezogen auf die im Algorithmus benutzten Zufalls-
bits) erreichen sie sehr gute Rechenzeiten. Randomisierte Algorithmen sind oft einfacher
zu beschreiben und zu implementieren und sie sind dabei oft effizienter als deterministi-
sche Losungen. Thre Analyse verlangt allerdings den Umgang mit (jedoch elementaren)
Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie. Skiplisten (Kapitel 3.7) bilden eine randomi-
sierte Realisierung einer dynamischen Datei. Da die Datensétze bei der Manipulation der
dynamischen Dateien nicht wichtig sind, identifizieren wir im folgenden Schliissel, Daten
und Datensétze.

3.2 Hashing

Das Universum U, aus dem die Schliissel stammen konnen, ist meistens sehr grofl. Das
Adressfeld auf Uberweisungsformularen hat eine Linge von 27. Wenn wir die 26 iiblichen
Buchstaben, Bindestriche, Kommas und Leerstellen zulassen, erhalten wir bereits ein
Universum der Grofle 2927 > 3 - 10%.

Eine Hashfunktion h ist eine Abbildung h: U — {0,..., M — 1}. Fiir x € U ist h(x) die
Adresse, unter der x gespeichert werden soll. Gute Hashfunktionen sollen die folgenden
Forderungen erfiillen:

— h soll einfach auszuwerten sein,

— h soll gut streuen.

Beim geschlossenen Hashing sollen die Daten in einem Array der Lange M mit den Adres-
sen 0,..., M — 1 abgespeichert werden. Dabei soll M nicht wesentlich grofler als die zu
erwartende Maximalzahl gleichzeitig zu speichernder Daten sein. Damit ist typischerweise
M < |U|. Dann kann h nicht injektiv sein. Es sollen aber ungefihr gleich viele Daten aus
dem Universum auf jede Adresse abgebildet werden. Da wir vorher die abzuspeichernden
Daten nicht kennen, sind allerdings Kollisionen nicht auszuschliefen. Dann miissen Daten
z und 2’ mit @ # 2’ und h(z) = h(z’) abgespeichert werden. Kollisionen sind selbst bei
ideal streuenden Hashfunktionen, also ||[h~1(i)| — |h71(j)|| < 1, und weit weniger als M
zu speichernden Daten sehr wahrscheinlich. Dies ist das beriihmte Geburtstagsparadoxon.
Es seien n Daten zufillig aus U gewahlt. Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass die
Daten durch h, falls Prob(h(x) = j) = 1/M ist, alle verschieden abgebildet werden. Diese
Wahrscheinlichkeit betréagt

M -1 M-n+1
k X —
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und ist fiir M = 365 und n = 23 nur noch 0,493 oder fiir n = 50 nur 0,03. Dies fiihrt zu
dem Schluss, dass wir mit Kollisionen leben miissen.

Als Hashfunktion fiir Universen U = {0,...,u — 1} haben sich die Modulofunktionen
h(x) =z mod M

bewihrt. Falls M eine Zweierpotenz ist, werden durch die (mod M )-Funktion nur die vor-
deren Bits gestrichen. Dies kann bei strukturierten Daten zu iiberdurchschnittlich vielen
Kollisionen fiithren. Daher wird M héaufig als Primzahl gewéhlt.

Wir nehmen an, dass die Auswertung von h in konstanter Zeit moglich ist. Zunéchst
behandeln wir dynamische Dateien, die nur das Suchen nach Daten und das Einfiigen
von Daten unterstiitzen. Diese beiden Operationen geniigen bei der unique-table und
der computed-table in Kapitel 2.9. Um mit Kollisionen fertig zu werden, legen wir in
Abhéngigkeit von h(x) eine Reihenfolge fest, in der die Speicherplitze ausprobiert werden.
Eine Suche wird erfolgreich beendet, wenn der gesuchte Schliissel gefunden wurde, und
erfolglos abgebrochen, wenn wir bei der Suche auf einen leeren Speicherplatz stoflen.

Als Beispiel nehmen wir M = 19 und h(xz) = 7 an. Alle Rechnungen erfolgen (mod M),
falls nicht anders angegeben. Die wichtigsten Strategien zur Kollisionsbehandlung sind:

— Lineares Sondieren (linear probing): Es werden die Speicherplétze in der Reihenfolge
h(z) +1i,0 <i < M — 1, betrachtet, im Beispiel in der Reihenfolge 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

— Quadratisches Sondieren (quadratic probing): Es werden die Speicherplétze in der
Reihenfolge h(z), h(x) + 12, h(z) — 1%, h(x) + 22, h(z) — 22, ... betrachtet. Wenn wie
in unserem Beispiel M = 3mod 4 ist, ist gesichert, dass in den ersten M Schritten
alle Speicherplétze betrachtet werden. Diese zahlentheoretische Aussage werden wir
nicht beweisen. Im Beispiel erhalten wir die folgende Reihenfolge 7, 8, 6, 11, 3, 16,
—2=17,23=4,-9=10,32=13, —18=1,43=5, —29 =9, 56 = 18, —42 = 15,
71=14, -57=0,88=12, —74 = 2.

— Multiplikatives Sondieren (add to hash): Hier ist die Reihenfolge ¢ - h(z),1 < i <
M — 1. Hierbei wird h(z) # 0 vorausgesetzt. Falls M Primzahl ist, werden alle
Speicherplétze erreicht. Ansonsten gidbe es Zahlen i, j mit 1 <i < j < M — 1 und

i-h(x)=j-h(x)mod M.

Dann wére (j — i) - h(x) ein Vielfaches von M. Dies ist,da 1 <j—i < M — 1 und
1 < h(x) < M —1 ist, fiir Primzahlen M unmoglich. In unserem Beispiel ist die
Reihenfolge 7, 14, 21 = 2,28 = 9, 35 = 16, 42 = 4, 49 = 11, 56 = 18, 63 = 0,
70=13,77=1,84=8,91=15,98 = 3, 105 =10, 112 =17, 119 =5, 126 = 12.
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— Doppeltes Hashing (double hashing): es werden zwei Hashfunktionen hq(z) =
xmodp und hy = (zmodq) + 1 fiir verschiedene Primzahlen p,q > M verwendet
und dann (mod M) die Speicherplétze hy(z) + i - ho(x),0 < i < M — 1, betrachtet.
Es sei beispielsweise p = 67, ¢ = 43 und = = 89. Dann ist hq(z) = 22 und hy(z) = 4.
Die Speicherplétze werden in folgender Reihenfolge betrachtet: 22 = 3, 7, 11, 15, 0,
4,8,12, 16,1, 5, 9, 13, 17, 2, 6, 10, 14, 18.

Was unterscheidet diese Strategien? Dazu definieren wir Primé&rkollisionen und Sekundér-
kollisionen. Bei einer Primérkollision ist h(z) = h(z’). Dagegen ist bei einer Sekundér-
kollision h(x) # h(x’), aber bei den Suchen, die bei h(x) und h(z") starten, werden friith
gemeinsame Plétze erreicht. Die Wahrscheinlichkeit von Primérkollisionen ist bei allen
gut streuenden Hashfunktionen gleich grof. Dies gilt nicht fiir Sekundérkollisionen. Das
lineare Sondieren neigt besonders stark zu Klumpenbildungen. Wenn fiir M = 19 die 8
Positionen 2, 5, 6, 9, 10, 11, 12 und 17 belegt sind, erhalten wir bei einer ideal streuenden
Hashfunktion die folgenden Wahrscheinlichkeiten, einen Platz zu belegen:

— & fiir den Platz 13 (dieser Platz wird belegt, falls h(z) € {9,10,11,12,13}),
- 13—9 fiir Platz 7,

— 2 fiir jeden der Plitze 3 und 18,

— 15 fiir jeden der Plitze 0, 1, 4, 8, 14, 15, 16.

Grofle Klumpen fiithren zu langen Suchzeiten, wenn wir im vorderen Teil des Klumpens
starten. Die anderen Strategien zur Kollisionshehandlung gestalten die Suche fiir verschie-
dene h(x)-Werte unterschiedlich. Dies fiihrt zu besserem Verhalten.

Fiir das lineare Sondieren konnte fiir grofles M gezeigt werden, dass bei einer 95%-igen
Auslastung der Datei eine erfolgreiche Suche im Durchschnitt 10,5 Speicherpldtze und eine
erfolglose Suche 200,5 Speicherplétze betrachtet. Derartige Analysen sind fiir die anderen
Strategien noch schwieriger. Um die moglichen Grenzen auszuloten, wird ein Idealfall
betrachtet.

Beim idealen Hashing wird angenommen, dass alle (Af ) Konfigurationen, bei denen n von

M Speicherplétzen belegt sind, dieselbe Wahrscheinlichkeit 1/ (Af) haben. Wir beginnen
unsere Analyse mit der Suche nach einem nicht abgespeicherten Schliissel.

Wie grof ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass beim Einfiigen des (n + 1)-ten Datums
genau r Plidtze getestet werden miissen, bis ein freier Platz gefunden wird? Dieses Ereignis
tritt bei folgenden Konstellationen ein. Die ersten r — 1 getesteten Plétze sind besetzt,
der r-te Platz ist frei. Auf den restlichen M — r Plédtzen kénnen die weiteren n — (r — 1)
besetzten Plidtze beliebig verteilt sein, dafiir gibt es (n fd(:"l)) Moglichkeiten. Wenn P, die

Wahrscheinlichkeit ist, dass r Tests durchgefiihrt werden, gilt

P = M= /M furl<r<n+1und
n—(r—1) n

P = 0 furr>n+1.
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Die erwartete Anzahl E durchzufithrender Tests betrigt

M—r M
b 1§1§L+1rpr:1§§L+1T<”_(T_1>>/<n>

= s 0)-):

Nun ersetzen wir r durch (M + 1) — (M + 1 —r). Da die Summe aller P, natiirlich 1 ist,

erhalten wir
M—r M
E=M+1- M+1-— )
* 2. (M T)<M—n—1>/<n>

1<r<n+l1

Indem wir die Binomialkoeffzienten ausfiihrlich hinschreiben, folgt sofort

M—r M—-r+1
(M—l—l—r)(M_n_l)—(M—n)( M—n )
Also gilt

E:M+1—(M—n)<M>_1 3 (M]\;::l)

n 1<r<n+1

Fiir die Auswertung der Summe hilft uns folgende Formel

aga:gc <Z> - <zi i)

Diese Gleichung wiederum lésst sich kombinatorisch beweisen. Auf der rechten Seite steht
die Anzahl der Moglichkeiten, b + 1 Elemente aus {1,...,c + 1} auszuwéahlen. Die linke
Seite beschreibt die (b+1)-elementigen Teilmengen von {1, ..., c+1} auf andere Weise. Es
sei a + 1 das groBite Element einer solchen Menge. Dann ist a € {b,...,c}. Die restlichen
b Elemente konnen auf (Z) verschiedene Weisen aus {1,...,a} gewahlt werden. Also
stimmen die rechte und die linke Seite der Gleichung iiberein. Es folgt

E o= M+1-(M-n)(") (L)

n M—n+1

n n

= M+1— (M- n)(M)_l(M“)

= M+1—(M—n)t

M—n+1
= (M+1) (1 - MA{;L) = MA{:}H'
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Wir kommen nun zur erfolgreichen Suche. Wenn wir das Datum suchen, das wir als k-tes
Datum eingefiigt haben, sind die Kosten genauso grof§ wie beim Einfiigen dieses Datums,
also durchschnittlich (M +1)/(M —k+2). Wenn jedes der n Daten mit Wahrscheinlichkeit
1/n gesucht wird, betrigt die durchschnittliche Suchzeit

B = lz M+1
= n &1<k<n M —f+42

- Mrjl (M—171+2+M—17L+3+”'+ML+1>
= %(H(M—i—l)—H(M—n—l—l)).

Hierbei ist H(m) =1+ 5 + -+ + - die harmonische Reihe.

Was konnen wir iiber H(m) aussagen? Aus der Betrachtung Riemannscher Summen folgt

n+1 n
/ v ldr < H(n) < / x e +1
1 1

und damit
In(n+1) < H(n) <Ilnn+1.

Also gilt
M+11 M+1
~ n

E/
n M-n+1

Hieraus ldsst sich errechnen, dass beim idealen Hashing fiir grofies M und einer 95%-igen
Auslastung der Datei eine erfolgreiche Suche im Durschnitt 3,15 Speicherplitze und eine
erfolglose Suche im Durchschnitt 20 Speicherpldtze betrachtet. Die moglichen Einsparun-
gen gegeniiber dem linearen Sondieren sind also betrédchtlich. Experimente zeigen, dass
das doppelte Hashing dem idealen Hashing nahe kommt.

Eine Abart des geschlossen Hashings besteht darin, an jeder Arrayposition Platz fiir ¢
Schliissel zu schaffen. Die Kollisionsbehandlung tritt erst in Kraft, wenn alle ¢ Plétze
belegt sind. Die géngige Implementierung der computed-table bei der m-OBDD-Synthese
nimmt diese Idee auf (¢ = 4 ist ein géngiger Wert) und verzichtet auf eine Kollisionsbe-
handlung. Ist die gewéahlte Arrayposition vollstandig belegt, wird die am lingsten nicht
betrachtete Information iiberschrieben. Die Datei wird fehlerhaft, die Konsequenzen fiir
die -OBDD-Synthese haben wir bereits in Kapitel 2.9 diskutiert.

Wenn wir Daten auch entfernen, stoffen wir auf ein neues Problem. Wir kénnen eine Suche
an einem freien Platz nicht ohne weiteres als erfolglos abbrechen. Der Platz konnte ja beim
Einfiigen unseres Datums besetzt gewesen sein. Wir miissen dann markieren, ob diese
Stelle jemals belegt war. Wenn dann nach einer bestimmten Zeit praktisch alle Plétze diese
Markierung tragen, fiihren erfolglose Suchen stets zur Betrachtung aller Speicherplétze.
Geschlossenes Hashing unterstiitzt die Operation DELETE also nur, wenn wir fiir jeden
Schliissel stets wissen, ob unter ihm eine Information abgespeichert ist.

Ansonsten bildet offenes Hashing eine Alternative. An jedem Speicherplatz wird nun eine
Liste angelegt. Das Datum z wird auf jeden Fall am Platz h(x) abgespeichert. Natiirlich
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kosten die Zeiger in den Listen (M nil-Zeiger und n echte Zeiger) zusétzlich Speicherplatz.
Allerdings ist auch eine Auslastung mit mehr als M Daten moglich.

SEARCH(z): Berechne h(z). Durchsuche die Liste am Platz h(z), bis das Datum gefunden
oder das Ende der Liste erreicht wird. Die Kosten sind bei erfolgloser Suche proportional
zur Listenlange.

INSERT(z) (nach erfolgloser Suche): Fiige « vorne in die Liste am Platz h(x) ein, Kosten
O(1).

DELETE(z) (nach erfolgreicher Suche): Bei der Suche merkt man sich den Zeiger auf z.
Dann kann das Datum in Zeit ©(1) aus der Liste entfernt werden.

Entscheidend ist also die Listenldnge. Da alle M Listen zusammen n Daten enthalten, ist
die durchschnittliche Listenléinge n/M. Eine erfolglose Suche in einer zufillig gewahlten
Liste spricht also durchschnittlich 14+n/M Zeiger an. Bei einer erfolgreichen Suche enthélt
die Liste mit Sicherheit das gesuchte Objekt. Die durchschnittliche Lange dieser Liste
betrigt also 1 + (n —1)/M.

Das gesuchte Objekt steht bei Listenldnge | mit Wahrscheinlichkeit 1/1 an jeder der [
Positionen. Im Durchschnitt miissen dann (I + 1)/2 Daten betrachtet werden. Fiir | =
14 (n—1)/M ergibt sich der Wert 1 + (n —1)/(2M).

Fiir n = M (bei geschlossenem Hashing wire das eine Auslastung von 100%) betragen
die erwarteten Suchzeiten also 2 (bei erfolgloser Suche) und knapp 3/2 (bei erfolgreicher
Suche).

Konkrete Daten kénnen eine uns unbekannte Struktur haben. Diese Struktur kann dazu
fithren, dass es sehr viele Primérkollisionen gibt. Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht
darin, eine Klasse von Hashfunktionen zu betrachten und fiir jede Anwendung eine Hash-
funktion zufillig aus der Klasse zu wahlen. Es sind Klassen von Hashfunktionen bekannt,
die fiir jede Schliisselmenge U mit grofler Wahrscheinlichkeit zu einem guten Verhalten
fithren. Auch hier behebt Randomisierung ein praktisch wichtiges Problem. Wir wollen
diesen Aspekt hier nicht vertiefen.

3.3 Binire Suchbiume

Im Folgenden nehmen wir an, dass das Universum eine vollstindig geordnete Menge ist
und dass Vergleiche zwischen zwei Elementen aus dem Universum effizient durchfiithrbar
sind. Dies ist in der Praxis keine wesentliche Einschrédnkung.

Definition 3.3.1: Ein bindrer Baum, in dessen Knoten Daten aus einem vollstdndig
geordneten Universum gespeichert sind, heifit Suchbaum, wenn fiir jeden Knoten v und
seinen Inhalt x gilt, dass alle im linken (rechten) Teilbaum von v gespeicherten Daten
kleiner (grofler) als x sind.

In manchen Anwendungen ist es wichtig, dass alle Daten in den Bléttern gespeichert sind.

Dann speichert man in jedem inneren Knoten das grofite im linken Teilbaum gespeicherte
Datum. Die zugehorigen Modifikationen sind einfach und werden hier nicht vorgestellt.
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Abbildung 3.3.1 zeigt einen bindren Suchbaum:

nil  nil

Abbildung 3.3.1: Ein binérer Suchbaum.

Die Suchprozedur ist nun einfach zu beschreiben.

SEARCH(z): Starte an der Wurzel. Wird ein Knoten mit Datum y erreicht, werden z
und y verglichen.

1. x =y, erfolgreiche Suche.
2. x < y, suche linken Nachfolger auf. Falls dieser nicht existiert, erfolglose Suche.

3. x >y, suche rechten Nachfolger auf. Falls dieser nicht existiert, erfolglose Suche.

Die Giite eines Suchbaumes héngt offensichtlich davon ab, wie gut er balanciert ist.
INSERT(z) (nach erfolgloser Suche): Der erreichte nil-Zeiger zeigt nun auf einen Kno-
ten, in dem x abgespeichert wird und der zwei nil-Zeiger erhélt.

Abbildung 3.3.2 zeigt den entstehenden Suchbaum, wenn die Worter eins, zwei,. .. ,zehn
in dieser Reihenfolge in einen leeren Suchbaum eingefiigt werden. Wir verwenden die
iibliche lexikographische Ordnung auf Wértern. Aus Platzgriinden werden die nil-Zeiger
nicht gezeigt.
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Abbildung 3.3.2: Die Entstehung eines biniren Suchbaumes durch das
Einfiigen von Informationen in einen leeren Baum.
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Nach dem Einfiigen von ,sieben* war der Baum ziemlich entartet, hat sich aber dann noch
etwas ,erholt“. Wir vergleichen nun fiir diesen bindren Baum, einen optimal balancierten
Suchbaum und eine lineare Liste die durchschnittlichen Suchzeiten bei erfolgreicher Suche.

worst case average case
Baum Abb. 3.3.2 6 (1+2+2+3+3+4+44+54+6+6) =36
opt. Baum 4 %(1+2+2+3+3+3+3+4+4+4):29
lin. Liste 10 5(1+243444+54+64+T7+8+9410)=55

Tabelle 3.3.1: Ein Vergleich von Suchzeiten.

Inwieweit ist dieses Beispiel typisch? Wir analysieren allgemein die Situation, in der wir
n Daten in einen leeren Baum einfiigen, wobei alle n! Reihenfolgen die gleiche Wahr-
scheinlichkeit haben. Sei R;(n) die erwartete Suchzeit fiir das i-kleinste Datum und
R(n) = 1(Ry(n) + -+ + R,(n)) die durchschnittliche Suchzeit bei erfolgreicher Suche.
Sei Sj(n) die durchschnittliche Suchzeit bei erfolgreicher Suche, wenn das j-kleinste Da-
tum an der Wurzel steht. Nach dem Satz iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten gilt

R(n) = %(Sl(n) bt Su(n).

Wenn das i-kleinste Datum an der Wurzel steht, ist der linke Teilbaum ein binérer Such-
baum auf den i —1 kleinsten Daten, unter denen jede Reihenfolge gleich wahrscheinlich ist,
und der rechte Teilbaum ein bindrer Suchbaum auf den n — i groBten Daten, unter denen
jede Reihenfolge gleich wahrscheinlich ist. In ihnen ist die erwartete Suchzeit R(i — 1)
bzw. R(n —i), und sie werden mit Wahrscheinlichkeit =2 bzw. ”n’ erreicht. In jedem Fall
muss die Wurzel getestet werden. Also gilt R(1) =1 und

Rin)=1+1 % (Z-;lR(z—l)+n_R(n—z))

nNi<i<n n

Wir setzen T'(n) = nR(n) und erhalten

Wie koénnen wir diese Rekursionsgleichnung auflésen? Dies ist nicht ganz einfach. Wir
werden die Rechnung trotzdem durchfiihren, da die verwendeten Tricks oft angewendet
werden kénnen. In der Rekursionsgleichnung kommen die Werte T'(n), ..., T'(1) vor. Unser
erstes Ziel ist es, eine Rekursionsgleichnung fiir 7'(n) zu erhalten, in der nur 7'(n — 1)
vorkommt. Dies erreichen wir durch Betrachtung von nT'(n)—(n—1)T'(n—1). Die Faktoren
fithren dazu, dass die Terme T'(n—2),...,T(1) dieselben Vorfaktoren erhalten und in der
Differenz verschwinden. Genauer:

nT(n) = n*+ > (TGi—-1)+Tn—-14)=n"+2-(T(1)+---+T(n—1))

1<i<n

68



n—1Tn-1) = (n—12+2-(T(1)+---+T(n—2))

und
nT(n)—(n—1)Tn—-1)=2n—-142-T(n—1).
Hieraus folgt
nT(n)—(n+1D)T(n—1)=2n-—1.
Hierbei stort uns, dass der T-Wert mit der kleineren Eingabe n — 1 den grofleren Faktor
n + 1 hat. Dies kénnen wir ,dndern®, indem wir durch n(n + 1) dividieren. Es folgt

T(n) T(n-—1) 2n—1

n+l  n n(n+1)

Jetzt ist es naheliegend, Z(n) = T'(n)/(n + 1) zu betrachten. Dann ist

Z(n) = Z(n—l)+%
2n—1)—1  2n-1
= Zn-2)+ (n—1)n n(n+1)

— 20+ Y 2L

1<i<n i(i+1)

Hier hilft wieder ein simpler Rechentrick. Offensichtlich ist

1 1 1
i(i+1) @ i+1

und, da Z(0) = 0 ist, folgt

7 7 1 1
Z(n) = 2 -—2 - — -+ -
(> 192711 1§zz'§nz+1 1SZZ§nZ 192712_'—1
1 1
= 2n—2n+2 — =1+
192”1—1-1 n+1
1 2 1
=2) --24——-1+
1Sien b n+1 n+1
3
(n) +n—|—1

Dabei haben wir wie in Kapitel 3.1 die harmonische Reihe mit H(n) bezeichnet.
Es folgt
Tn)=Mn+1)Z(n)=2(n+1)H(n) —3(n+1)+3

und

1 1 3
n+t -H(n)—3-n+ "
n n n
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Aus Kapitel 3.1 kennen wir bereits die Ungleichung In(n+ 1) < H(n) < Inn+ 1. Also ist
R(n)=2-Inn—0(1) = (2In2) -logn — O(1) ~ 1, 386 - log n.

Satz 3.3.2: Bei Einfiigung von n zufillig gewéhlten Daten in einen leeren Baum entsteht
ein bindrer Suchbaum, bei dem die durchschnittliche Suchzeit fiir erfolgreiches Suchen
(2In2)logn — O(1) ~ 1,386 logn betrigt.

Im besten Suchbaum ist die durchschnittliche Suchzeit fiir erfolgreiches Suchen logn —
O(1). Zufillig gebildete Suchbdume sind also nicht weit von optimalen Suchbaumen ent-
fernt. Ist die Datenliste jedoch sortiert, entsteht eine lineare Liste. In den meisten An-
wendungen entstehen die Daten nicht in unstrukturierter Reihenfolge. Daher werden wir
in den spéteren Unterkapiteln balancierte Suchbdume untersuchen.

DELETE(z) (nach erfolgreicher Suche): Wir kennen dabei den Zeiger auf den Knoten v,
der x enthélt.

(1) v ist Blatt. Setze den Zeiger auf v auf nil. Der Knoten v kann freigegeben werden.

(2) v hat ein Kind. Setze den Zeiger auf v nun auf das Kind von v. Der Knoten v kann
freigegeben werden.

(3) v hat zwei Kinder. Suche im Suchbaum das gréBte Datum y, das kleiner als x ist.
Dazu gehe zum linken Kind und dann stets zum rechten Kind, bis ein nil-Zeiger
erreicht wird. Die Daten x und y werden ausgetauscht. Danach wird x entfernt. Der
Knoten, in dem z sich nun befindet, hat kein rechtes Kind. Also sind wir in Fall (1)
oder (2).

Bevor wir die Korrektheit dieses Algorithmus beweisen, fithren wir die drei Falle an dem
Baum aus Abbildung 3.3.2 vor (siche Abbildung 3.3.3).

DELETE (sieben) DELETE (zwei) DELETE (vier)

B

y
Sew)  CERD Cfu Cem)

\

@
§
i

»

i

s e\
@/
/e\

"y
“

Abbildung 3.3.3: Das Entfernen von Daten aus einem bindren Suchbaum.

70



Die Korrektheit ist im Fall (1) offensichtlich. Im Fall (2) umfasst der Zeiger auf v ein
Intervall von Daten. Dieser Teilbaum hat eine Wurzel, die nur ein Kind hat. Lésst man
diese Wurzel weg, ist der Rest wieder ein Suchbaum, der das gleiche Intervall, nur ohne
das Datum x, beschreibt. Dieser Teil bleibt, wenn v linkes Kind seines Vorgéngers war,
auf der linken Seite des Vorgéngers von v und damit auf der richtigen Seite. Im Fall (3)
sind die Daten x und y in der vollstdndig geordneten Liste der Daten im Suchbaum nach
Konstruktion benachbart. Die Vertauschung von x und y bringt also nur dieses Paar in Un-
ordnung. Das Datum y steht zu allen anderen Daten in der richtigen Beziehung. Nachdem
x entfernt worden ist, ist die lokale Unordnung beseitigt und alles in Suchbaumordnung.

3.4 2-3—-Biume

Die weiteren Bemiihungen gehen nun dahin, den worst case zu verbessern, also zu si-
chern, dass keine Baume mit grofler Tiefe entstehen. Dazu sollen die Bdume ziemlich gut
balanciert sein. Die Klasse der 2-3-Baume geht auf Hopcroft (1970) zuriick.

Definition 3.4.1: Ein Baum heifit 2-3—-Baum, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt
sind.

1. Jeder Knoten enthilt ein oder zwei Daten.

2. Knoten mit einem Datum haben zwei Zeiger, wobei im linken (rechten) Teilbaum
nur kleinere (groflere) Daten als x enthalten sind.

3. Knoten mit zwei Daten x und y, wobei x < y ist, haben drei Zeiger auf Teilbdume.
Die Daten im ersten Teilbaum sind kleiner als x, im zweiten Teilbaum grofler als x
und kleiner als g, im dritten Teilbaum grofler als y.

4. Die Zeiger, die einen Knoten verlassen, sind entweder alle nil-Zeiger oder alle keine
nil-Zeiger. Im ersten Fall heiflit der Knoten Blatt.

5. Alle Blatter haben gleiche Tiefe.

Zunéchst einmal ist nicht klar, dass es fiir jedes n 2-3-Badume mit n Daten gibt. Da wir
jedoch die Operation INSERT auf der Klasse der 2-3—-Bdume implementieren werden,
folgt auch die Existenz derartiger Baume. Jeder Knoten muss Platz fiir 2 Daten und 3
Zeiger haben. Da der Knoten unter Umsténden nur 1 Datum und 2 Zeiger enthélt, wird
gegeniiber bindren Suchbdumen Speicherplatz verschenkt. Dafiir ist es relativ leicht zu
zeigen, dass 2-3-Baume geringe Tiefe haben. Es ist allerdings zu bedenken, dass in einem
Knoten ein zu suchendes Datum eventuell mit zwei Daten verglichen werden muss.

Lemma 3.4.2: Es sei d die Tiefe eines 2-3-Baumes mit n Daten. Dann gilt

[logs(n+1)] — 1 <d < |logy(n+1)] — 1.
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Beweis: Die grofite Datenzahl auf d + 1 Ebenen, also bei Tiefe d, wird von vollstandigen
terniiren Bdumen erreicht. Die Zahl der Daten betriigt dann 2(1+3+---+3%) = 39+ —1.
Sei nun d die Tiefe eines 2-3-Baumes mit n Daten. Dann gilt

37 —1>nund d > [logg(n +1)] — 1.

Die kleinste Datenzahl auf d+ 1 Ebenen wird von vollstdndigen bindren Bdumen erreicht.
Die Zahl der Daten betrigt dann 1+ 2 + --- + 2% = 291 — 1. Sei nun d die Tiefe eines
2-3-Baumes mit n Daten. Dann gilt

27 — 1 <nund d < |logy(n+1)] — 1.

O

Wir wollen nun SEARCH, INSERT und DELETE so implementieren, dass ihre Laufzeit
proportional zur Baumtiefe und damit O(logn) ist.

SEARCH(z): Wir starten an der Wurzel. Es werde der Knoten v mit dem Datum y und
eventuell dem Datum z erreicht. Falls z mit einem Datum in v iibereinstimmt, wird die
Suche erfolgreich beendet. Es sei y < z, falls z existiert. Falls x < y ist, wird der erste
oder linkeste Teilbaum aufgesucht. Falls y < z ist und z nicht existiert, wird der zweite
und damit rechte Teilbaum aufgesucht. Falls y < x < z ist, wird der zweite oder mittlere
Teilbaum aufgesucht. Falls z < x ist, wird der dritte oder rechteste Teilbaum aufgesucht.
Wird ein nil-Zeiger erreicht, wird die Suche erfolglos beendet. In jedem Fall wird der
Suchpfad auf einem Stack abgespeichert.

INSERT(z) (nach erfolgloser Suche): Wir sind auf den nil-Zeiger gestoBen, wo z ,eigent-
lich hingehort“. Zum besseren Verstdndnis werden wir im Folgenden an den Endzeigern
in unseren Baumausschnitten die Bereiche angeben, auf die dieser Zeiger deutet. Diese
Bereiche kommen in den Programmen oder den Datenstrukturen nicht vor. Der Knoten,
von dem der gefundene nil-Zeiger ausgeht, enthélt y und eventuell ¥’ > y. Es seien z
und 2z’ die Daten im Baum, die in der vollsténdig geordneten Liste direkt vor bzw. direkt
hinter ¢’ bzw. y stehen. Wir bilden einen Knoten mit dem Datum x und zwei Zeigern
auf die Bereiche (v, z) und (z,w), wobei dies die Nachbarn in der geordneten Liste mit x

sind.
) (=Y () W) (

1. Fall 2. Fall

(z9) (47 v,r) (2 w)

Abbildung 3.4.1: Die Ausgangssituationen fiir das Einfiigen von z.

Wir betrachten den 1. Fall. Falls x < y, sind wir auf den (z,y)-Zeiger gestolen. Der
Bereich (z,y) wird in die Bereiche (z,z) und (z,y) aufgeteilt. Das Datum = wird im
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Knoten mit Datum y vorne eingefiigt. Der Knoten enthélt drei Zeiger auf (z,z), (z,y)
und (y,z'). Falls x > y, sind wir auf den (y, z')-Zeiger gestofen. Dieser Bereich wird
aufgeteilt, das Datum x wird in den Knoten hinten eingefiigt, der Knoten hat drei Zeiger
auf (z,y), (y,z) und (z, 2’). In beiden Fillen erhalten wir einen 2-3-Baum. Wir betrachten
die Zeigeroperationen genauer. Der Zeiger, auf den wir bei der Suche gestoflen sind, f&llt
weg, die beiden Zeiger an x werden iibernommen. In beiden Unterféllen erhalten wir so
die richtigen Zeiger.

Im 2. Fallist x <y, y < x <9 oder ¢y < x. Die beiden Zeiger an z zeigen auf folgende
Bereiche. (z,x) und (x,y), (y,z) und (z,y’) bzw. (v/,x) und (x, z’). In jedem Fall ersetzen
wir den Zeiger, den wir auf dem Suchpfad erreicht haben, durch die beiden Zeiger an x.
Wenn wir gedanklich z im Knoten an der passenden Stelle einfiigen, erhalten wir einen
Knoten mit drei Daten und vier Zeigern. Bei Verallgemeinerung von Definition 3.4.1 hat
dieser Knoten die Suchbaumeigenschaften. Es sind alle Blétter auf dem gleichen Niveau,
nur , platzt“ ein Blatt. Daher beenden wir unser Gedankenspiel. Wir bilden drei Knoten,
der mit dem mittleren Datum zeigt auf die beiden anderen Knoten, der mit dem kleineren
Datum erhélt die ersten beiden Zeiger des geplatzten Knotens und der mit dem grofien
Datum die restlichen beiden Zeiger des geplatzten Knotens. Der Zeiger auf den friitheren
Knoten mit y und 3’ zeigt nun auf den Knoten mit dem mittleren Datum. Ein Blick auf
alle drei Unterfille zeigt, dass die Suchbaumeigenschaften erfiillt sind.

(z,2) (z,y) - ) (y,x) (y7 (zy) (y,y z, 2

x<y<y y<x<y y<y <z

Abbildung 3.4.2: Das Einfiigen von z in einen Knoten mit zwei Daten.

Leider haben wir nur ein Problem durch ein anderes ersetzt. Der Teilbaum mit der Wurzel
y (z bzw. ) in den drei Féllen von Abbildung 3.4.2 ist um eine Ebene zu tief.

VANVANIVAN

Abbildung 3.4.3: Eine Abstraktion der Situation in Abbildung 3.4.2.

Abbildung 3.4.3 ist eine Abstraktion von Abbildung 3.4.2 und beschreibt wieder die Aus-
gangssituation. Als wir den neuen Knoten x mit dem Zeiger auf die Bereiche (v, z) und
(z,w) gebildet hatten und den Zeiger, den wir auf dem Suchpfad gefunden hatten, durch
einen Zeiger auf z ersetzt hatten, war der Teilbaum mit der Wurzel um eine Ebene zu

73



tief. Wir nehmen also den néchsten Knoten und Zeiger vom Stack, der unseren Suchpfad
enthélt, und machen analog weiter, bis wir einmal im 1. Fall landen oder die Wurzel
verarbeitet haben. Im letzteren Fall ist der Teilbaum, der um eine Ebene zu tief ist, der
ganze Baum. Dann ist der Baum aber nicht um eine Ebene zu tief, sondern die Tiefe des
Baumes ist um 1 gewachsen. 2-3-Bédume wachsen also iiber die Wurzel. Offensichtlich ist
die Rechenzeit fiir INSERT proportional zur Tiefe des Baumes.

In Abbildung 3.4.4 fiigen wir die Daten A, L, G, O, R, I, T, H, M, U, S in dieser
Reihenfolge in einen leeren 2-3-Baum ein.
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Abbildung 3.4.4: Der Aufbau eines 2-3-Baumes durch Einfiigen von Informationen.

DELETE(z) (nach erfolgreicher Suche):

(1) Wenn z nicht in einem Blatt steht, wird das grofite Datum y mit y < z aufgesucht.
Falls x einziges oder kleinstes Datum in seinem Knoten ist, wird zunéchst der erste
Zeiger und sonst der zweite Zeiger gewahlt. Danach wird immer der letzte Zeiger
gewahlt, bis ein nil-Zeiger erreicht wird. Dann ist y das groite Datum in dem zuletzt
besuchten Knoten. Auch dieser Pfad wird auf dem Stack fiir den Suchpfad abge-
speichert. Es werden z und y ausgetauscht. Nun muss ein Datum in einem Blatt
geloscht werden. Die Korrektheit dieses Vorgehens folgt analog zu Kapitel 3.3.

(2) Enthélt der Knoten mit Datum x noch ein weiteres Datum, werden x und ein nil-
Zeiger entfernt, und wir sind fertig. Ansonsten enthélt der Knoten nur x. Der Knoten
wird freigegeben, der Zeiger auf diesen Knoten wird nil-Zeiger. Wir sind noch nicht
fertig, da der ,, Teilbaum*, auf den dieser nil-Zeiger weist, eine Ebene zu hoch héngt.

(3) Wir beschreiben eine allgemeinere Situation, von der die in (2) im zweiten Fall kon-
struierte Situation ein Spezialfall ist. Es gibt einen Zeiger p, der auf einen Teilbaum
(eventuell nil) zeigt, dessen Blitter und nil-Zeiger jeweils auf einer Ebene liegen,
aber eine Ebene hoher als die restlichen Blatter und nil-Zeiger. Wir betrachten den
Knoten v, von dem p ausgeht. Wenn es v nicht gibt, hdngt der gesamte Baum ei-
ne Ebene zu hoch. Dann ist aber die Tiefe des Baumes um 1 gefallen. 2-3-Baume
schrumpfen also auch {iber die Wurzel. In diesem Fall kénnen wir ebenfalls stoppen.
Wir nehmen also an, dass v existiert. Den Knoten v verlédsst mindestens ein weiterer
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Zeiger. Wir wihlen einen zu p benachbarten Zeiger q. O.B.d.A. sei ¢ rechts von p,
der andere Fall verlauft analog. Die Zeiger p und ¢ werden in v durch das Datum x
getrennt. Der Zeiger ¢ zeigt auf den Knoten w.

1. Fall: w enthélt zwei Daten y und z mit y < z und daher drei Zeiger q1, ¢o, ¢s3.
Wir ersetzen x durch y. Die beiden Zeiger, die y nun in v umrahmen, zeigen
auf Knoten mit dem Datum x bzw. z. Die beiden Knoten erhalten von links
nach rechts die Zeiger p, ¢1, g2 und gs.

e T

(u,z) (7, y) (y,2)(z,2)

Abbildung 3.4.5: Die Rebalancierung durch Datenrotation.

Wir beachten, dass die Zeiger weiterhin auf die passenden Suchbereiche zeigen.

In diesem Fall konnen wir stoppen, da wir wieder einen 2-3-Baum erhalten
haben.

2. Fall: w enthélt nur ein Datum y und daher zwei Zeiger ¢; und ¢s.

1. Unterfall: v enthélt neben x noch ein Datum 2/, 0. B.d. A. 2/ < z. Wir
bilden einen neuen Knoten mit x und y. Dadurch enthélt v nur noch 2/,
der erste Zeiger bleibt unverédndert, der zweite Zeiger ersetzt p und ¢ und
zeigt auf den neuen Knoten, der p, ¢; und ¢, als Zeiger enthélt.

Wir beachten, dass die Zeiger weiterhin auf die passenden Suchbereiche
zeigen. Wieder kénnen wir stoppen.

" p q /
(u,z")  (2/,x) v (u, z’)
gl % pﬁl \\(]2
(2, y) (y,2) (@, z)(z,y) (v, 2)

Abbildung 3.4.6: Eine weitere Rebalancierung durch Datenrotation.
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2. Unterfall: v enthélt nur z. Wir bilden einen neuen Knoten mit den Daten x
und y, sowie mit den Zeigern p, qi, g2. Der bisher auf v gerichtete Zeiger
zeigt nun auf den neuen Knoten.

o\ o\
(z,y) (y,2) (u,z)(z,y) (y, 2)

Abbildung 3.4.7: Ein Verschmelzungsschritt bei der Rebalancierung.

Es ist klar, dass die Zeiger weiterhin auf die passenden Suchbereiche zeigen.
Wir kénnen nicht stoppen, da der Teilbaum, auf den r zeigt, eine Ebene
zu wenig hat. Wir sind in der in (3) beschriebenen Situation und fahren
analog mit dem Zeiger » und dem Knoten, von dem dieser Zeiger kommt,
fort.

Offensichtlich ist die Rechenzeit von DELETE(x) proportional zur Tiefe des Baumes. Wir
haben in (3) einen beliebigen Nachbarn gewéhlt. Wenn es zwei Nachbarn gibt und einer
ein Datum und der andere zwei Daten enthélt, ist es giinstiger, den Nachbarn mit zwei
Daten zu wéhlen, da wir dann in den 1. Fall kommen und auf jeden Fall stoppen kénnen.

In Abbildung 3.4.8 wird die DELETE-Prozedur beispielhaft durchgefiihrt. Bei freier Wahl
wéhlen wir den Nachbarn mit zwei Daten.

DELETE (12) A/.

4{.&@ i
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Abbildung 3.4.8: Beispiele zur Entfernung von Daten aus 2-3-Baumen.

Satz 3.4.3: Die Operationen SEARCH, INSERT und DELETE kénnen in 2-3-Baumen
in Zeit O(logn) ausgefithrt werden.
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2-3-Baume haben den grofien Vorteil, weitere Operationen zu unterstiitzen. Dafiir ist es
jedoch giinstiger, wenn alle Daten in den Bléttern gespeichert sind. In den inneren Knoten
speichern wir das grofite Datum des linken Teilbaumes und, falls vorhanden, das gréfite
Datum des mittleren Teilbaumes. Auflerdem verwalten wir fiir jeden Baum 7' seine Tiefe
d(T). Wir diskutieren hier nicht die Modifikationen, die fiir die Operationen SEARCH,
INSERT und DELETE notig sind.

CONCATENATE(T}, T, T): Konstruiere aus den 2-3-Baumen 7} und 75, wobei alle Da-
ten in 77 kleiner als alle Daten in 75 sind, den 2-3-Baum 7', der die Daten aus 7} und 75
enthélt.

1. Fall: d(T}) = d(T3). Der Baum T besteht aus einer Wurzel, die als neuer Knoten das
grofite Datum aus T; enthélt. Dieser Knoten enthélt 77 und 75 als Teilbdume. Da das
grofite Datum aus T3 gebraucht wird, verwalten wir das grofite Datum jedes Baumes
extra. Das grofite Datum in 7T ist das gréfite Datum in T5. Mit dieser erweiterten
Datenstruktur geniigt fiir CONCATENATE in diesem Fall Zeit O(1).

2. Fall: d(T1) > d(T%) (der 3. Fall d(T7) < d(T3) verlduft analog). Wir bilden einen
Baum (nicht 2-3-Baum) 73, der als Wurzel einen Knoten ohne Datum enthélt.
Dieser Knoten erhélt (vorerst) nur einen Zeiger, der auf die Wurzel von Ty zeigt.
In Ty gehen wir d(71) — d(T,) — 1 Schritte, wobei wir immer den rechtesten Zeiger
benutzen. Wir erreichen dann einen Knoten v.

1. Unterfall: v enthélt nur ein Datum und zwei Zeiger.

N
@

A 9T PR
/\

T2 T2

Abbildung 3.4.9: Illustration eines Unterfalls bei CONCATENATE.

Dabei ist x die Information aus v und y sei das grofite Datum aus T}, das wir
an der Wurzel von T; finden. Wir verschmelzen v und den Knoten ohne Daten
wie in Abbildung 3.4.9. Das grofite Datum des Baumes T, dessen Wurzel die
alte Wurzel von Tj ist, ist gleich dem gréfiten Datum aus T5.

2. Unterfall: v enthélt zwei Daten und drei Zeiger.

Es sei z das grofite Datum aus T;. Wir konstruieren den neuen Baum wie
in Abbildung 3.4.10 gezeigt. Der Teilbaum, dessen Wurzel y enthélt, hat nur
leider die Eigenschaft, dass alle Blétter eine Ebene zu tief liegen. Diese Situation
kennen wir aber bereits aus dem INSERT-Algorithmus. Auf gleiche Weise wie
dort konstruieren wir aus unserem Baum einen 2-3-Baum.
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Abbildung 3.4.10: Illustration eines anderen Unterfalls bei CONCATENATE.

Die Rechenzeit im 2. Fall betragt O(d(T}) — d(T3)).

Satz 3.4.4: Die Prozedur CONCATENATE kann fiir 2-3-Bdume 7} und 7, in Zeit
O(|d(Ty) — d(T3)| + 1) durchgefiihrt werden.

SPLIT(T,a,T),T3): Aus einem 2-3-Baum 7', der a enthilt, sollen zwei 2-3-Baume kon-
struiert werden, wobei T} alle Daten x < a und 715 alle Daten x > a enthélt.

Zunéchst fithren wir SEARCH(a) durch und finden a in einem Blatt. Auf diesem Weg
speichern wir folgende Informationen ab: den Suchpfad, alle Kinder von Knoten auf dem
Suchpfad, die links vom Suchpfad liegen, und alle Kinder von Knoten auf dem Suchpfad,
die rechts vom Suchpfad liegen. Die Daten des Blattes, das a enthélt, werden ebenfalls
abgespeichert, wobei a als links vom Suchpfad definiert wird.

Mit ©) bzw. @ haben wir in Abbildung 3.4.11 die abgespeicherten Knoten gekennzeich-
net, die rechts bzw. links vom Suchpfad liegen. 77 ist nun die Konkatenation aller Baume,
deren Wurzeln mit @ bezeichnet sind, gleiches gilt fiir 75 und O). Wir behandeln aus Ana-
logiegriinden nur die Konstruktion von Ty. Mit T, ..., Ti™ bezeichnen wir die Teilbiume,
aus denen wir T} zusammensetzen. So wie wir sie abgespeichert haben, gilt

d(T}) = d(T{™).

Wir fangen verniinftigerweise mit den kleinen Badumen an und l6sen das Problem wie
folgt:

Fiiri=m —1,...,1: CONCATENATE(T?, T{™, T?).

Schliellich ist T = T}.

Die Korrektheit dieses Verfahrens ist unmittelbar klar. Wir kommen zur Analyse der Re-
chenzeit. Wir zeigen durch Induktion iiber d’ die folgende Behauptung. Die Konkatenation
aller T} mit d(T}) < d’ ergibt einen 2-3-Baum der Tiefe d’ + 1 oder kleiner. Fiir d' =
gilt dies offensichtlich, da wir héchstens zwei Knoten haben. Nun sei die Behauptung fiir
d' korrekt. Wir erhalten also aus den Baumen, deren Tiefe durch d’ beschriankt ist, einen
Baum, dessen Tiefe durch d’ + 1 beschrinkt ist. In der T}-Folge gibt es nach Konstruktion
hochstens zwei Baume mit Tiefe d’ + 1. Die Konkatenation von drei Baumen, deren Tiefe
durch d’ + 1 beschrankt ist, fithrt zu einem Baum, dessen Tiefe durch d’ + 2 beschriankt
ist.
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Abbildung 3.4.11: Die fiir SPLIT bei der Suche nach a abgespeicherten Informationen.

Insgesamt fithren wir m — 1 < 2d(T') — 1 Konkatenationen durch. Es seien d; < --- < d},
die Zahlen, so dass mindestens einer der zu konkatenierenden Biaume 77 Tiefe d; hat,
1 <i < k. Die Baume der Tiefe dy, ..., d; ergeben nach Konkatenation einen Baum der
Tiefe d; oder d; + 1. Die Konkatenation mit den ein oder zwei Bédumen der Tiefe d;
verursacht also nach Satz 3.4.4 Kosten von O(d;;; — d; + 1). Die Gesamtkosten betragen
also O(dy — dy +d(T)) = O(d(T)).

Satz 3.4.5: Die Prozedur SPLIT kann fiir einen 2-3-Baum 7" in Zeit O(d(7)) durch-
gefiihrt werden.

3.5 Bayer—Biume

2-3-Bé&ume bilden eine Datenstruktur fiir eine dynamische Datei, bei der alle Daten im
Kernspeicher gehalten werden kénnen. Bekanntlich konnen nicht alle Daten eines Rechners
im Kernspeicher verwaltet werden, einige sind im Hintergrundspeicher abgelegt. Fiir den
Zugriff auf diese Daten hat sich das Paging-Konzept durchgesetzt. Die einzelnen Seiten
werden durch Schliisselworter angesprochen, die in einer dynamischen Datei verwaltet
werden. Die Schliisselworter selber werden zu Seiten zusammengefasst. Unsere Suchbdume
sollten also so aufgebaut sein, dass ein Knoten die Daten (Schliisselworter) aufnehmen
kann, die auf einer Seite zusammengefasst worden sind. 2-3-B&ume sind dafiir ungeeignet,
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da eine Seite wesentlich mehr als drei Schliisselworter enthalten kann. Bayer-B&ume, oft
kurz als B-Bdume bezeichnet, sind Verallgemeinerungen von 2-3-Biumen, die auf diese
Situation zugeschnitten sind.

Definition 3.5.1: Ein Baum heifit B-Baum der Ordnung m, wenn die folgenden Eigen-
schaften erfiillt sind.

1. Jeder Knoten mit Ausnahme der Wurzel enthélt mindestens [m /2] —1 Daten. Jeder
Knoten enthélt hochstens m — 1 Daten. Die Daten sind sortiert.

2. Knoten mit k Daten xq,...,x; haben k 4 1 Zeiger, die auf die Bereiche
('7 I1)7 (Illa Ig), SR (xk—la xk)a (I‘k, ) Zeigen'

3. Die Zeiger, die einen Knoten verlassen, sind entweder alle nil-Zeiger oder alle echte
Zeiger.

4. Alle Blétter haben gleiche Tiefe.

Bemerkung 3.5.2: 2-3-Baume sind B-Bédume der Ordnung 3.

Die Speicherplatzausnutzung in allen Knoten mit Ausnahme der Wurzel betréagt minde-
stens 50%. Die Sonderrolle der Wurzel erméglicht B-Baume mit weniger als [m/2] — 1
Daten.

Bemerkung 3.5.3: Die Tiefe eines B-Baumes der Ordnung m mit n Daten liegt im
Intervall [log,,(n + 1) — 1,1og,, o1((n + 1)/2)].

Diese Bemerkung ldsst sich analog zu Lemma 3.4.2 beweisen, wobei die Sonderrolle der
Wurzel beachtet werden muss.

Satz 3.5.4: Die Operationen SEARCH, INSERT und DELETE lassen sich auf B-Baumen
T einer konstanten Ordnung m so implementieren, dass nur auf O(d(T)) Seiten je O(1)-
mal zugegriffen werden muss.

Beweis: Die Operation SEARCH muss nicht im Detail beschrieben werden. Bei Betrach-
tung des Knotens v wird x in die Daten x4, . .., x; mit bindrer Suche einsortiert. Dies erfor-
dert ungefédhr log m Vergleiche. Da die Baumtiefe ungetéhr log,, n ist, kommen insgesamt
wieder ungefdhr logn Vergleiche zusammen. Wieder wird der Suchpfad abgespeichert.

INSERT(z) (nach erfolgloser Suche): Der gefundene nil-Zeiger zeigt auf einen neuen Kno-
ten mit dem Datum z und zwei nil-Zeigern. Allgemein haben wir einen Zeiger auf einen
Knoten mit einem Datum vy, so dass die Blétter des zugehorigen Teilbaumes eine Ebe-
ne zu tief liegen. Falls nun der Knoten, zu dem dieser Zeiger gehort, nicht voll ist, also
weniger als m — 1 Daten enthélt, wird y dort eingefiigt. Der Knoten erhélt ein neues
Datum, verliert den Zeiger auf y und erhélt die beiden von y ausgehenden Zeiger, die
den passenden Suchbereich abdecken. Falls der Elter voll ist, also m — 1 Daten enthélt,
haben wir es inklusive y mit m Daten zu tun. Die Daten seien z; < --- < z,,. Wir bilden
daraus drei Knoten und einen Teilbaum. Die Wurzel enthélt z(,,/o) und zwei Zeiger auf
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den linken Knoten mit zy,..., 27, 21—1 und den rechten Knoten mit 2, /2141, - - - 2m, also
m — [m/2] = |m/2] > [m/2] — 1 Daten. Wir hatten m Zeiger, die den Elterknoten
verlassen haben, und zwei Zeiger, die den Knoten mit Datum y verlassen haben. Diese
beiden Zeiger ersetzen den Zeiger auf y. Diese m + 1 Zeiger werden von links nach rechts
auf die beiden neuen Knoten verteilt, [m/2] fiir den linken Knoten und |m/2] + 1 fur
den rechten Knoten. Die Suchbereiche passen zu den Zeigern. Wir gehen einen Schritt
auf dem Suchpfad zuriick und fahren dort analog fort. Wenn wir die Wurzel aufgespalten
haben, sind wir fertig, da in der neuen Wurzel ein Datum erlaubt ist.

DELETE(z) (nach erfolgreicher Suche x): Wenn x nicht in einem Blatt abgelegt ist, wird
x mit dem grofiten Datum y < z vertauscht. Dieses Datum ist mit Sicherheit dann in
einem Blatt abgelegt. Wir miissen also wieder nur die Situation betrachten, in der der
Knoten v, der x enthélt, ein Blatt ist.

Wir entfernen x und den zugehorigen nil-Zeiger. Wenn der Knoten dann noch gentigend
Daten enthélt, sind wir fertig. Hat ein direkter Nachbar mindestens [m /2] Daten, geniigt
eine einfache Datenrotation, vergleiche Abbildung 3.5.1.

Abbildung 3.5.1: Eine Datenrotation.

Hierbei gibt der linke Nachbar auch seinen rechtesten Zeiger an seinen Nachbarn ab. Die
symmetrische Situation lasst sich analog behandeln.

Ansonsten hat jeder direkte Nachbar [m/2] — 1 Daten, wir betrachten o.B.d.A. den
linken Nachbar. Es sei ' das Datum im Vorgénger, das die beiden betrachteten Knoten
trennt. Wir ersetzen die beiden Zeiger auf die beiden Nachbarn durch einen Zeiger auf
einen neuen Knoten mit den Daten x1,..., %[y 21-1 des linken betrachteten Knoten, 2’
aus dem Vorgéngerknoten und den Daten yi, ..., ¥pm/21—2 aus dem rechten betrachteten
Knoten, zusammen 2[m /2] —2 < m — 1 Daten. Der Knoten erhilt die [m/2]+ [m/2] —1
Zeiger der beiden betrachteten Knoten.

Damit haben wir das Problem an den Vorgénger weitergegeben, aus dem nun z’ entfernt
werden muss. In der Wurzel ist das Entfernen eines Datums stets moglich. Im Extremfall
bekommt die Wurzel 0 Daten und einen Zeiger auf die echte Wurzel des neuen Baumes.

O

3.6 AVL-Biume

Wir kehren zu dynamischen Dateien, bei denen die Daten im Kernspeicher gehalten wer-
den, zuriick. 2-3-Baume sind sehr effizient und erlauben auler den Standardoperationen
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eine Reihe weiterer niitzlicher Operationen. Einziger Nachteil ist die nur zu 50% gesicher-
te Speicherplatzausnutzung. Dies ist bei bindren Suchbdumen anders. Adelson—Velskii
und Landis (1962) haben gut balancierte bindre Suchbdume vorgestellt, die nach ihnen
AVL-Béume genannt werden.

Definition 3.6.1: Ein bindrer Suchbaum heiffit AVL-Baum, wenn fiir jeden Knoten
gilt, dass sich die Tiefe des linken Teilbaumes und die Tiefe des rechten Teilbaumes

um maximal 1 unterscheiden. Fiir den Knoten v mit den Teilbdumen 7; und 7T, ist
bal(v) := d(T;) — d(T,) der Balancegrad von v.

In AVL-Béumen gilt also bal(v) € {—1,0,+1}.

Satz 3.6.2: Es sei d die Tiefe eines AVL-Baumes mit n Daten. Dann gilt

[log(n+1)] —1<d< logn = 1,441ogn.

1
(logh)/2 —1

Beweis: Die untere Schranke gilt sogar fiir alle bindren Suchb&dume.

Auch wenn sich die Tiefen der beiden Teilbdume jedes Knotens nur um 1 unterscheiden
diirfen, heifit das nicht, dass alle Bliatter nur auf zwei Ebenen liegen. Abbildung 3.6.1
illustriert diese Beobachtung.

Abbildung 3.6.1: Ein AVL-Baum mit Blattern auf drei Ebenen.

Es ist nicht einfach, die Tiefe eines AVL-Baumes mit n Daten direkt nach oben ab-
zuschitzen. Wir berechnen daher zunéchst die minimale Anzahl A(d) von Knoten eines
AVL-Baumes der Tiefe d.

Offensichtlich ist A(0) = 1 und A(1) = 2. Fiir d > 2 muss ein AVL-Baum der Tiefe d
eine Wurzel haben und ein Teilbaum muss Tiefe d — 1 und damit mindestens A(d — 1)
Knoten haben. Damit der Balancegrad der Wurzel im richtigen Bereich liegt, muss der
andere Teilbaum mindestens Tiefe d — 2 und damit mindestens A(d — 2) Knoten haben.
Andererseits konnen wir auch einen AVL-Baum konstruieren, indem wir als Teilbdume
AVL-Béume der Tiefe d — 2 und d — 1 mit minimaler Knotenzahl benutzen. Es folgt fiir
d>?2
Ald) =1+ A(d—1)+ A(d — 2).
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Wir erhalten also fast die Rekursionsgleichung fiir die Fibonaccizahlen. Es gilt
A(d) = Fib(d+2) — 1.

Diese Beziehung beweisen wir durch Induktion iiber d. Esist A(0) =1 =2—1 = Fib(2)—1
und A(1) =2 =3 —1=Fib(3) — 1. Schliellich gilt nach Induktionsvoraussetzung

Ald)=1+Ad—-1)+ A(d—2)=1+Fib(d+1) — 1+ Fib(d) — 1 = Fib(d 4+ 2) — 1.

Sei nun 7" ein AVL-Baum mit n Daten und Tiefe d. Dann ist Fib(d +2) — 1 = A(d) < n.
Folgende Gleichung fiir die Fibonaccizahlen ist bekannt:
Fib(k) = —=

VB 1\ VANt 1 VB 1\ 1
A7) (7)) =)
Aus Fib(d + 2) < n + 1 folgt also

<ﬁ+1>d+g <V5(n+1)+1

1

2
und 1
d+3< log(V5(n + 1) +1).
log((v5 + 1)) E DT
Hieraus folgt nach Betrachtung der ,kleineren“ Terme die Behauptung. O

Wir kommen nun zu den Operationen SEARCH, INSERT und DELETE. Die Operation
SEARCH verlauft wie in allgemeinen bindren Suchbdumen. Dies gilt zunéchst auch fiir
INSERT und DELETE. Allerdings kann sich der Balancegrad aller Knoten auf dem Pfad
von der Wurzel bis zu dem Knoten, wo die Verdnderung stattfindet, um 1 verédndert
haben. Dies miissen wir korrigieren und, falls der Balancegrad +2 oder -2 wurde, eine
Rebalancierung durch Rotation herbeifiihren.

Wir betrachten zunéchst Einfiigungen. Wir starten unsere Betrachtungen an dem neuen
Knoten mit dem neuen Datum. Dieser Knoten erhélt den Balancegrad 0. Wir werden den
Suchpfad riickwérts durchlaufen, bis die Rebalancierung abgeschlossen ist. Im Allgemeinen
erreichen wir den Knoten v. O.B.d.A. nehmen wir an, dass das rechte Kind = von v auf
dem Suchpfad liegt (der andere Fall kann analog behandelt werden). In diesem Fall, das
wird sich zeigen, wird die Tiefe des rechten Teilbaumes um 1 gewachsen sein. Dies gilt
am Anfang, wenn wir den Elter des neuen Knoten erreichen. Wir unterscheiden die drei
moglichen Werte von bal(v).

1. Fall: bal(v) = 1. Wir korrigieren den Balancegrad und setzen bal(v) = 0. Da die
Tiefe des Teilbaumes mit Wurzel v nicht verandert wurde, kann die Rebalancierung
beendet werden.
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2.Fall: bal(v) = 0. Wir korrigieren den Balancegrad und setzen bal(v) = —1. Da die Tiefe
des Teilbaumes mit Wurzel v um 1 gewachsen ist, ist die Rebalancierung nur abge-
schlossen, wenn v Wurzel des Baumes ist. Ansonsten setzen wir die Rebalancierung
am Elter von v fort.

3. Fall: bal(v) = —1. Der Knoten ist aufler Balance, aktuell gilt bal(v) = —2.

Insbesondere ist das rechte Kind =z von v Wurzel eines Teilbaums der Tiefe d > 1. Wir
bezeichnen mit w den Nachfolger von x auf dem Suchpfad. Sowohl der Teilbaum mit
Wurzel x als auch der Teilbaum mit Wurzel w ist in der Tiefe um 1 gewachsen. Wir
unterscheiden nun, ob w rechtes oder linkes Kind von z ist.

1.Unterfall: w ist rechtes Kind von z.

In diesem Fall kommt das Problem ,,von auflen“ und es reicht eine einfache Rotation, in
unserem Fall (x ist rechtes Kind von v und w rechtes Kind von x) eine Linksrotation,
vergleiche Abbildung 3.6.2.

Abbildung 3.6.2: Eine Linksrotation.

Da die Einfiigung eines Datums nur die Tiefe eines Teilbaumes erhoht, liegen die tiefsten
Blétter von B auf Ebene h — 1. Es miissen zwei Balancewerte neu gesetzt werden:

bal(z) := 0 und bal(v) := 0.

Da die Tiefe des betrachteten Teilbaumes genauso grofl wie vor der Einfiigung ist, ist die
Rebalancierung abgeschlossen.

2.Unterfall: w ist linkes Kind von x.

In diesem Fall kommt das Problem ,von innen“ und es wird eine doppelte Rotation
ausgefiihrt, in unserem Fall (z ist rechtes Kind von v und w linkes Kind von z) eine
Rechts-Links-Rotation.

In Abbildung 3.6.3 ist angenommen worden, dass d(C') = d(B) +1 ist. In diesem Fall sind
die Balancewerte vor der Doppelrotation

bal(v) = =2, bal(x) = 1, bal(w) = —1.

Die neuen Werte sind

bal(v) := 1, bal(z) := 0, bal(w) := 0.
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Abbildung 3.6.3: Eine Rechts-Links-Rotation.

Da die Tiefe des betrachteten Teilbaumes genauso grofl wie vor der Einfiigung ist, ist die
Rebalancierung abgeschlossen. Natiirlich kann auch d(B) = d(C) + 1 sein. Dann wird
analog vorgegangen. Aus den alten Balancewerten

bal(v) = =2, bal(x) = 1, bal(w) =

wird

bal(v) := 0, bal(z) := —1,bal(z) := 0.
Wiederum ist die Rebalancierung abgeschlossen. Es gibt noch den Sonderfall, dass w der
neu eingefiigte Knoten ist. Dann sind alle Teilbdume A, B, C' und D leer. Aus den alten

Balancewerten
bal(v) = —2,bal(z) = 1, bal(w) =0
wird
bal(v) := 0, bal(z) := 0, bal(w) := 0.
Auch in diesem Fall ist die Rebalancierung abgeschlossen. Nur bei der Berechnung der

neuen Balancewerte miissen wir aufpassen. Welcher der drei ,, Unter-Unter-Féille“ eintritt,
erkennen wir am alten Wert von bal(w).

Bei der Einfiigung kann es notig sein, den ganzen Suchpfad zuriickzulaufen. Die Reba-
lancierung ist allerdings spétestens nach der ersten Rotation oder Doppelrotation abge-
schlossen.

In Abbildung 3.6.4 werden die Daten 4,5,7,2,1, 3,6 in einen leeren AVL-Baum eingefiigt.
Bei dieser Reihenfolge treten alle vier Typen von Rotationen auf. Neben den Knoten wird
der Balancegrad vermerkt.

INSERT (4) @0 INSERT(5) (1)1 INSERT(7)
(5)0
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INSERT(6)

alter Wert 0 —>
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@ 0 (wieder richtig)

Abbildung 3.6.4: Der Aufbau eines AVL-Baumes durch Einfiigungen.

Wir kommen nun zur Operation DELETE. Es sei ein Datum, 0.B.d.A. im linken Teilbaum
von v, entfernt worden und die Tiefe dieses Teilbaumes um 1 gesunken. War bal(v) = 1,
ist nun bal(v) = 0 und die Tiefe des Baumes ist um 1 gesunken. Die Rebalancierung
muss am Elter fortgesetzt werden. War bal(v) = 0, ist nun bal(v) = —1. Da die Tiefe des
Baumes mit Wurzel v unveréndert geblieben ist, ist die Rebalancierung abgeschlossen. Es
bleibt also der Fall zu betrachten, dass bal(v) = —1 war und nun bal(v) = —2 ist. Sei x
das rechte Kind von v und, falls existent, w das linke Kind von .

Auch hier unterscheiden wir, ob der rechte Teilbaum von z zwei Ebenen tiefer als der
linke Teilbaum von v endet (das Problem kommt ,von aufen“, wobei in diesem Fall der
linke Teilbaum von z die gleiche Tiefe wie der rechte haben darf) oder ob nur der linke
Teilbaum von = zwei Ebenen tiefer als der als der linke Teilbaum von v endet (das Problem
kommt ,von innen*).

Wenn das Problem ,,von auflen® kommt, geniigt eine einfache Rotation, hier eine Links-
rotation. Die Situation ist in Abbildung 3.6.5 dargestellt, wobei die gestrichelte Linie im
Baum B andeutet, dass dieser Baum eine Ebene weniger haben kann.

Abbildung 3.6.5: Der Fall einer einfachen Rotation bei der Prozedur DELETE.

Fiir die Anderung der Balancegrade gibt es zwei Fille, abhiingig von der Tiefe von B:

— B endet auf Ebene h, alte Werte: bal(v) = —2,bal(z) = 0, neue Werte: bal(v) :=
—1,bal(z) := 1. Die Tiefe des betrachteten Teilbaumes ist die gleiche wie vor der
Operation DELETE. Die Rebalancierung ist abgeschlossen.

— B endet auf Ebene h — 1, alte Werte: bal(v) = —2,bal(z) = —1, neue Werte:
bal(v) := 0,bal(z) := 0. Die Tiefe des betrachteten Teilbaumes ist gegeniiber der

39



Situation vor der Operation DELETE um 1 gesunken. Die Rebalancierung muss am
Elter (falls existent) fortgesetzt werden.

Wenn das Problem ,,von innen“ kommt, existiert w und wir fithren eine Doppelrotation,
hier eine Rechts-Links-Rotation, durch. Die Situation ist in Abbildung 3.6.6 dargestellt,
wobei die gestrichelten Linien in den Bdumen B und C andeuten, dass einer dieser Biume
eine Ebene weniger haben kann.

Abbildung 3.6.6: Der Fall einer Doppelrotation bei der Prozedur DELETE.

Fiir die Anderung der Balancegrade gibt es drei Félle, abhiingig von den Tiefen von B
und C"

— B endet auf Ebene h und C' auf Ebene h — 1, alte Werte: bal(v) = —2,bal(z) =
1, bal(w) = 1, neue Werte: bal(v) := 0, bal(w) := 0, bal(z) := —1.

— B und C enden auf Ebene h, alte Werte: bal(v) = —2, bal(z) = 1, bal(w) = 0, neue
Werte: bal(v) := 0, bal(z) := 0, bal(w) := 0.

— B endet auf Ebene h — 1 und C auf Ebene h, alte Werte: bal(v) = —2,bal(z) =
1, bal(w) = —1, neue Werte: bal(v) := 1, bal(z) := 0, bal(w) := 0.

In allen drei Unterféllen ist die Tiefe des betrachteten Teilbaumes um 1 gesunken und die
Rebalancierung muss am Elter (falls existent) fortgesetzt werden.

Bei der Prozedur DELETE kann es also vorkommen, dass auf jeder Ebene eine (einfache
oder doppelte) Rotation erforderlich ist. Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen.

Satz 3.6.3: Die Operationen SEARCH, INSERT und DELETE kénnen in AVL-Baumen
in Zeit O(logn) ausgefiithrt werden.

3.7 Skiplisten

Wir haben nun eine Reihe von Datenstrukturen kennengelernt, mit denen sich dynami-
sche Dateien effizient verwalten lassen. Nur 2-3-Bdume unterstiitzen die gesamte Liste von
Operationen, wobei die Rebalancierung den konstanten Faktor fiir die Rechenzeit ziemlich
erhoht. Skiplisten werden eine effiziente Unterstiitzung aller Operationen zulassen, wenn
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wir uns damit zufrieden geben, dass mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit das Verhalten
schlecht ist. Skiplisten sind randomisierte Datenstrukturen, die wahrscheinlichkeitstheo-
retischen Aussagen beziehen sich also auf die verwendeten Zufallsexperimente und nicht
auf eine angenommene Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der moglichen Daten.

Lineare Listen unterstiitzen das Einfiigen und Entfernen von Daten, wenn die zugehorige
Stelle und die sie umgebenden Zeiger bekannt sind. Die Suche nach einem Datum bendétigt
jedoch auch im Durchschnitt lineare Zeit. Dies léasst sich mit Hilfslisten vermeiden. Neh-
men wir als Beispiel eine Liste mit 15 Datensédtzen sowie einem Listenanfang und einem
Listenende (siehe Abbildung 3.7.1).

L
>

Y
Y
Y

L —
>

EAENESEN

Anfang 1 2 3

NERENERENGNE RGN E R NN

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 Ende

s> [ ]

Abbildung 3.7.1: Eine Datei mit einer Liste und Hilfslisten.

Wir suchen zunéchst in der obersten Liste. Wenn wir ein Datum finden, das zu grofl
ist, steigen wir in der Listenhierarchie eine Stufe herunter und suchen dort. Im Grunde
ahmen wir die bindre Suche in Arrays nach. Die Zahl der Zeiger ist mit ungefihr 2n
nur etwa doppelt so grof wie in linearen Listen, und die Suchdauer betrigt O(logn).
Anderungen werden in dieser Datei allerdings nicht mehr unterstiitzt. Wie sollen wir
bei Einfiigungen und Entfernungen von Daten die regelméflige Struktur der Listen und
Hilfslisten aufrechterhalten?

Hier nehmen wir Zufallsexperimente zu Hilfe. Fiir jedes neu einzufiigende Element wird
seine ,,Hohe®, genauer die Zahl der Listen, in der das Datum abgespeichert wird, aus-
gewiirfelt. Dazu werfen wir eine Miinze (natiirlich benutzen wir einen Pseudozufallsgene-
rator), bis sie das erste Mal auf Kopf fallt. Wenn dies nach h Miinzwiirfen der Fall ist,
erhiilt das Datum die Hohe h. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Hohe h betrigt somit 27"
und die erwartete Hohe

> oh2h=2.

1<h<oo

Wenn wir die maximale Hohe aller Daten mit verwalten, also die grofite Hohe, auf der
der Anfangszeiger nicht auf das Listenende zeigt, konnen wir unsere Suche stets in der
hochsten, also am diinnsten besetzten Liste starten. In der folgenden Skipliste stehen
im Gegensatz zu Abbildung 3.7.1 auch die abgespeicherten Daten. Es wird sich bei der
Analyse als hilfreich erweisen, wenn wir die unterste Liste als Liste auf Level 0 betrachten.
Bei Hohe h gibt es dann die Ebenen 0O, ..., h — 1. Ein Datum mit Hohe ¢ ist in den Listen
auf den Ebenen 0, ... 7 — 1 vertreten.

Die Bezeichnung Skipliste ergibt sich aus der Tatsache, dass wir in Listen auf gréflerer
Hohe viele Daten auslassen oder iiberspringen (,,skippen®).
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Abbildung 3.7.2: Eine Skipliste.

Sowohl bei der Suche nach dem Datum 8 als auch bei der Suche nach einem Datum
im Bereich (5,8) werden die gestrichelten Zeiger angesprochen. Wir beginnen auf der
hochsten Ebene im Anfangsdatum. Da der Zeiger auf 54 zeigt und 54 > 8 ist, steigen wir
eine Ebene hinab. Auf Ebene 2 finden wir erst 5 und dann das zu grofie Datum 13. Also
steigen wir im Datum 5 eine Ebene ab und finden wieder einen Zeiger auf das zu grofle
Datum 13. Daher gelangen wir auf Ebene 0. Dort finden wir das Datum 8, entweder das
gesuchte Datum oder ein zu grofles Datum. Ein zu grofles Datum auf Ebene 0 beendet eine
erfolglose Suche. Fiir die Prozedur CONCATENATE gentigt es, fiir die vordere Skipliste
die Zeiger auf das Ende und fiir die hintere Skipliste die Zeiger vom Anfangsdatum zu
bestimmen und passend zu verbinden. Die SPLIT-Operation, z. B. in Abbildung 3.7.2 am
Datum 8, ist ebenfalls einfach. Bei der Suche nach dem Datum 8 haben wir bereits alle
Zeiger gefunden, die nun verdndert werden miissen. Es sind die Zeiger {iber das Datum 8
hinaus (im Beispiel auf Ebene 3 der Zeiger auf 54, auf Ebene 2 und Ebene 1 die Zeiger
auf 13) und die Zeiger vom Datum 8 weg (im Beispiel auf Ebene 0 der Zeiger auf 13).
Diese Zeiger miissen im ersten abgetrennten Teil auf das Ende zeigen und im zweiten
abgetrennten Teil vom neuen Anfangsdatum aus starten. Wenn in einem Teil nun Zeiger
vom Anfang direkt auf das Ende zeigen, kann dort die Zahl der Ebenen verringert werden.
Im Beispiel kann die Hohe des vorderen Teils um 1 sinken.

Wir kommen nun zu den Operationen INSERT und DELETE. Wenn ein Schliissel bereits
vorhanden ist, muss die gespeicherte Information bei einer Einfiigung nur iiberschrieben
werden. Ansonsten folgt die Einfiigung auf eine erfolglose Suche. Nehmen wir an, dass im
Beispiel 7 eingefiigt werden soll. Fiir 7 wird die zugehorige Hohe h ausgewdirfelt. Ist h
grofer als die momentan maximale Hohe, werden entsprechend viele neue Listen gebildet,
die jeweils zwei Zeiger haben. Diese zeigen vom Anfang auf das neue Datum und von dort
auf das Ende. Betrachten wir ansonsten Ebene [. Ein Datum mit Héhe h wird auf den
Ebenen 0, ..., h — 1 dargestellt. Ist h — 1 < [, muss auf Ebene [ nichts getan werden. Ist
h —1 > [, kennen wir von der erfolglosen Suche den Zeiger, der ,durch das Datum 7¢
geht, im Beispiel fiir [ = 1 der Zeiger von 5 auf 13. Der Zeiger von 5 soll nun auf das neue
Datum 7 zeigen und der Zeiger des neuen Datums auf dieser Ebene auf 13.

Beim Entfernen (im Beispiel von 13) suchen wir (erfolglos) nach dem Datum ,13—* (es
ist kleiner als 13, aber grofler als jedes existierende Datum, das kleiner als 13 ist). Dann
finden wir das Datum 13 und alle Zeiger auf 13, im Beispiel auf Ebene 2 und Ebene 1
von 5 aus und auf Ebene 0 von 8 aus. Diese Zeiger miissen nun auf die Nachfolger von 13
zeigen, im Beispiel auf Ebene 2 auf 54, auf Ebene 1 ebenso und auf Ebene 0 auf 21. Dann
kann das Datum entfernt werden. Gegebenenfalls sinkt die Hohe unserer Skipliste.
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Die Verwaltung von Skiplisten ist also erstaunlich einfach. Die Rechenzeit aller Operatio-
nen ist proportional zur Rechenzeit fiir die Suche nach einem Datum zuziiglich der Hohe
der Skipliste, wobei wir beim Einfiigen die Héhe nach der Einfiigung und beim L&schen
die Hohe zu Beginn der Operation betrachten. Es geniigt somit, die Rechenzeit fiir eine
Suche und die Hohe randomisierter Skiplisten zu analysieren. Da Daten eine beliebige
Hohe bekommen konnen, sind worst case Schranken nicht moglich. Wir kénnen statt
dessen Erwartungswerte berechnen und (allerdings nicht in dieser Vorlesung) nachweisen,
dass grofie Abweichungen vom Erwartungswert extrem unwahrscheinlich sind. Bei unserer
Analyse hilft es uns, dass Skiplisten kein Gedéchtnis haben. Ob ein Datum frither einmal
eingefiigt wurde, hat auf das aktuelle Aussehen der Skipliste keinen Einfluss, wenn es in-
zwischen entfernt wurde. Wenn unter einem Schliissel Informationen mehrfach eingefiigt
und entfernt wurden und schliellich eine Information eingefiigt wurde, ist nur die letzte
Einfiigung von Interesse. Diese Beobachtung folgt unmittelbar aus der Beschreibung der
Algorithmen fiir das Einfiigen und Entfernen von Daten.

Wir beginnen unsere Analyse mit den Zufallsvariablen H(n) fiir die Hohe einer Skipliste
mit n Daten und Z(n) fiir die Anzahl der Zeiger in der Skipliste.

Satz 3.7.1: i) Prob(H(n) > h) < min{1,n/2"1}.
ii) E(H(n)) < [logn| + 3.
iii) E(Z(n)) <2n+ |logn| + 3.

iv) Der erwartete Platzbedarf fiir eine Skipliste auf n Daten betriagt O(n).
Beweis:

i) Mit Prob wird probability (Wahrscheinlichkeit) abgekiirzt. Die obere Schranke 1 fiir
Wahrscheinlichkeiten ist trivial. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Datum eine Hoéhe
von mindestens h bekommt, betrigt (%)hil. Dass dies fiir mindestens eines der n
Daten geschieht, kann durch n - ()"~ abgeschitzt werden.

ii) Der Erwartungswert ist definiert durch

E(H(n)) = ; h - Prob (H(n) = h)
— Prob (H(n) = 1) + Prob (H(n) = 2) + Prob (H(n) = 3) + -
+Prob (H(n) = 2) + Prob (H(n) = 3) + -
+Prob (H(n) =3) + -
= Prob (H(n) > 1)
+ Prob (H(n) > 2)
+ Prob (H(n) > 3)
_|._ .
= Y  Prob(H(n)>h).

93



Diese neue Formel fiir den Erwartungswert von Zufallsvariablen, die nur nichtnega-
tive ganze Zahlen annehmen, ist sehr oft hilfreich. Die ersten |logn|+2 Summanden
schétzen wir durch 1 ab, den (|logn] + 2 + 4)-ten Summanden nach i) durch (3)°.
Also kann die Summe durch [logn| + 3 abgeschétzt werden.

iii) Der Erwartungswert ist linear. Das i-te Objekt hat eine durchschnittliche Hohe von
2, also durchschnittlich 2 Zeiger. Hinzu kommen H (n) Zeiger fiir das Anfangsobjekt.
Nun folgt das Resultat aus ii).

iv) folgt direkt aus iii).
O

Satz 3.7.2: Die erwartete Rechenzeit fiir jede der Operationen SEARCH, INSERT und
DELETE betrégt O(logn).

Beweis: Die Vorbetrachtungen haben bereits gezeigt, dass wir uns auf die Analyse einer
erfolglosen Suche beschrinken konnen. Sie ist hochstens teurer als die zugehorige erfolg-
reiche Suche, da wir in jedem Fall bis auf Ebene 0 absteigen miissen. Wir betrachten

wieder die Suche nach 7 in Abbildung 3.7.2.

Auf dem Suchweg werden Zeiger auf Daten, die grofler als 7 sind, gefunden. Dies sind
im Beispiel genau 4 Zeiger, im Allgemeinen ist dies genau die Anzahl der Ebenen. Deren
erwartete Anzahl kennen wir aus Satz 3.7.1. Die Anzahl der restlichen Zeiger héngt vom
Aussehen der Skipliste ab. Bei diesen Zeigern verldauft der Suchweg horizontal von links
nach rechts, wihrend er bei den zuvor betrachteten Zeigern vertikal absteigt.

Wie grof} ist die erwartete Anzahl von horizontalen Schritten zwischen den Abstiegen? Aus
dieser Sicht ist dies schwer zu analysieren, da wir nicht abschétzen konnen, wieviele Daten
zwischen dem erreichten Datum und dem gesuchten Datum in der Skipliste enthalten sind.
Statt dessen betrachten wir den Suchpfad riickwérts. Die Methode der Riickwértsanalyse
von Algorithmen ist noch nicht sehr alt, aber bereits sehr erfolgreich. Wir nehmen also
an, dass wir in einem Datum auf Ebene [ sind. Auf Suchpfaden werden Daten stets auf
ihren hochsten Ebenen erreicht. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Datum, das auf Ebene [
existiert, auch auf Ebene [ + 1 existiert, betrdgt nach Konstruktion genau 1/2.

Auf dem Riickwértspfad geht also jeder Schritt unabhéngig von den vorherigen Schritten
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 nach oben und mit Wahrscheinlichkeit 1/2 nach links. Der
Riickwartspfad endet auf jeden Fall, wenn das Anfangsobjekt erreicht wird. Die erwartete
Léange einer ununterbrochenen Phase von Schritten nach links ist also nicht gréfler als
die erwartete Lange einer Phase ununterbrochener Miinzwiirfe, die alle Zahl zeigen. Diese
erwartete Léange ist um 1 kleiner als die erwartete Zeit, bis zum ersten Mal Kopf erscheint
und damit hochstens 1. Diese Abschitzung benutzen wir bis zum Aufstieg auf die Ebene
[logn]. Danach werden nur noch Daten erreicht, deren Hohe mindestens [logn| + 1 ist.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Datum eine Hohe von mindestens [logn]+1 hat, ist durch
1/n beschrénkt. Sei X; = 1, falls das i-te Datum eine Hohe von mindestens [logn] + 1
hat, und X; = 0 sonst. Dann ist E(X;) < 1/n und E(X; + --- + X,,) < 1. Dabei steht
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X1 + -+ + X, fiir die zufillige Anzahl von Daten, deren Hohe mindestens [logn| + 1
betragt. Insgesamt haben wir unseren Satz bewiesen. O

Abschlielend sollen die dynamischen Dateien kurz verglichen werden. Lineare Listen
benotigen selbst im Durchschnitt lineare Suchzeiten. Hashingverfahren sind die einzigen,
die im Durchschnitt auf O(1)-Zeiten kommen, wenn die Datei eine einigermaflen stabi-
le und vorhersagbare Grofle hat. Ansonsten ist zeitweise ein kostenintensives Rehashing
notig. Operationen wie MIN, MAX, CONCATENATE und SPLIT werden nicht gut un-
terstiitzt. Das Durchschnittsverhalten der von uns betrachteten Implementierungen ist
ein Durchschnitt iiber die zu betrachtenden Daten und nicht iiber Zufallszahlen.

Bindre Suchbdume sind wie die Hashingverfahren im worst case sehr schlecht. Wie bei
allen Baumen wird Platz fiir die Zeiger bendtigt. Bindre Suchbdume sind sehr einfach zu
implementieren, das gute Durchschnittsverhalten ist aber abhéngig von den zu verarbei-
tenden Daten. 2-3-Baume unterstiitzen alle betrachteten Operationen mit einer logarith-
mischen Laufzeit. Die Speicherplatzausnutzung in den Knoten ist nur zu 50% garantiert.
B-Baume sind Verallgemeinerungen von 2-3-Bdumen fiir die Verarbeitung externer Da-
ten. AVL-Baume nutzen wie alle bindren Bdume den Platz in den Knoten voll aus. Sie
garantieren eine logarithmische Tiefe und sind in vielerlei Hinsicht eine Alternative zu
2-3-Baumen.

Skiplisten sind Vertreter eines neuen Trends. Wir miissen nicht auf die Zufilligkeit der
zu verarbeitenden Daten vertrauen, kénnen aber auf die Zufélligkeit von Zufallszahlen
(auch wenn es nur Pseudozufallszahlen sind) vertrauen. Ein mit hoher Wahrscheinlichkeit
(z.B. 1 — 27199) garantiertes Verhalten ist in den meisten Fillen so gut wie garantiertes
Verhalten im worst case. Skiplisten unterstiitzen alle Operationen und sind sehr einfach
zu implementieren und zu verwalten. Randomisierte Datenstrukturen und Algorithmen
stellen in vielen Féllen die bessere Alternative zu deterministischen Datenstrukturen und
Algorithmen dar. Daher brauchen Studierende der Informatik verstéirkt Stochastikkennt-
nisse.
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4 Sortieren

4.1 Vorbemerkungen

Eine Datenstruktur ist ein Paket von Algorithmen, das eine vorgegebene Liste von Ope-
rationen auf Daten mit vorgegebener Struktur unterstiitzt. Datenstrukturen dienen als
Hilfsmittel beim Entwurf von effizienten Algorithmen fiir komplexere Probleme. Dies gilt
ebenfalls fiir Algorithmen fiir das Sortierproblem, dem am intensivsten untersuchten al-
gorithmischen Problem. Neben Realisierungen der wichtigsten Datenstrukturen enthalten
giangige Programmbibliotheken Realisierungen von Sortieralgorithmen. Die intensive Be-
trachtung von Sortieralgorithmen ist jedoch weiterhin eine sehr gute Einfithrung in das
Gebiet Entwurf und Analyse effizienter Algorithmen. Wichtige Prinzipien werden an ei-
nem einfachen Beispiel exemplarisch vorgestellt.

Das allgemeine Sortierproblem besteht darin, eine Folge aq,...,a, von Elementen aus
einer vollstandig geordneten Menge so umzuordnen, dass die Elemente in aufsteigender
Reihenfolge stehen. Im Gegensatz dazu stehen spezielle Sortierprobleme mit einer einge-
schriankten Grundmenge wie z. B. der lexikographischen Ordnung auf X fiir ein endliches,
geordnetes Alphabet Y. Dariiber hinaus sind wir nicht immer an einer vollstandigen Sor-
tierung interessiert. Wichtige eingeschréankte Sortierprobleme sind das Auswahlproblem
(berechne das k-kleinste Element) und das Partitionsproblem (berechne die Menge der k
kleinsten Elemente). Auch das in Kapitel 1 behandelte MAXMIN-Problem ist ein einge-
schrinktes Sortierproblem.

Historisch gesehen wurden Sortieralgorithmen auf besonders grofie Datenmengen ange-
wendet. Daher spielte der benétigte Speicherplatz eine zentrale Rolle. Allgemein sprechen
wir heute von einem externen Algorithmus, wenn die behandelte Datenmenge so grof ist,
dass sie nicht einmal im internen Speicher Platz findet. Externe Algorithmen wurden erst-
mals fiir das Sortieren diskutiert. Heutzutage bilden sie einen eigenen Forschungszweig.
Wir werden vor allem interne Sortieralgorithmen diskutieren und dabei untersuchen, wel-
che Algorithmen in situ (am Platze) arbeiten, also aufier dem Array fiir die Eingabe nur
O(logn) zusétzlichen Platz benotigen.

Zwei weitere wiinschenswerte Eigenschaften von Sortieralgorithmen sind Stabilitdt und
Adaptivitat. Ein Sortieralgorithmus heifit stabil, wenn Elemente mit gleichem Wert in
der gegebenen Reihenfolge bleiben. Dies bedarf einer Erlduterung, denn gleiche Elemen-
te konnen ja gar nicht unterschieden werden. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass wir es
mit komplexen Daten zu tun haben konnen, von denen nur ein Teil als Sortierkriteri-
um dient. Wenn Daten beziiglich eines sekundédren Merkmals bereits sortiert sind und
nun beziiglich des primédren Merkmals sortiert werden sollen, erhalten wir eine insgesamt
sortierte Folge, ohne die sekundéren Merkmale noch einmal zu betrachten, wenn der Sor-
tieralgorithmus stabil ist. Adaptivitét ist die Eigenschaft, auf Eingabefolgen, die beziiglich
eines Vorsortiertheitsmafes, ,, wenig unsortiert” sind, besonders effizient zu sein. Dies ist
eine wiinschenswerte Eigenschaft, wenn Daten typischerweise vorstrukturiert sind.

Wir haben bereits in Kapitel 1 gesehen, dass konstante Faktoren fiir die Rechenzeit vom
benutzten Rechnermodell abhéngen. Sortieralgorithmen bieten die aus didaktischer Sicht
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vorteilhafte Option, genauer vergleichbar zu sein. Dazu unterscheiden wir wesentliche Ver-
gleiche, das sind Vergleiche zwischen zwei Elementen der Eingabe, unwesentliche Verglei-
che wie Vergleiche zwischen Indizes, arithmetische Operationen, Zuweisungen und Ver-
tauschungen. Wesentliche Vergleiche kéonnen besonders teuer sein. Die zu sortierenden
Elemente konnen sehr komplex sein, z.B. bindre Bdume mit Inorder-Nummerierung, und
ein wesentlicher Vergleich kénnte darin bestehen festzustellen, welcher Baum beziiglich
dieser Codierung lexikographisch kleiner ist. Daher sind wir an Sortieralgorithmen mit
einer moglichst kleinen Anzahl an wesentlichen Vergleichen interessiert, wobei die Anzahl
aller anderen Operationen von der gleichen Groéflenordnung wie die Anzahl der wesentli-
chen Vergleiche sein sollte.

In den Kapiteln 4.2-4.5 stellen wir die vier wichtigsten allgemeinen Sortieralgorithmen
vor. In Kapitel 4.6 beweisen wir fiir das allgemeine Sortierproblem eine untere Schran-
ke fiir die worst case und average case Anzahl an wesentlichen Vergleichen. Kapitel 4.7
ist den fiir die Anwendungen wichtigen speziellen Sortierproblemen gewidmet und Kapi-
tel 4.8 mit dem Auswahlproblem einem der wichtigsten eingeschréankten Sortierprobleme.
Exemplarisch wollen wir in Kapitel 4.9 untersuchen, wie wir einen Parallelrechner (ein
Multiprozessorsystem) fiir das Sortierproblem nutzen kénnen.

4.2 Sortieren mit binidrer Suche

Wir koénnen ein Experiment machen und Menschen dabei beobachten, wie sie einen Packen
mit vielleicht 100 Karteikarten mit dreibuchstabigen Wortern lexikographisch sortieren.
Es gibt dabei ganz verschiedene Herangehensweisen, an denen wir Grundprinzipien von
bekannten Sortieralgorithmen wiederfinden.

Einige gehen sequenziell vor und sortieren die ersten ¢ Karten, bevor sie sich die anderen
anschauen. Wenn sie die (i 4 1)-te Karte anschauen, suchen sie im sortierten Packen der
ersten i Karten nach der richtigen Position fiir die (i+ 1)-te Karte. Dabei ist das Vorgehen
nicht immer systematisch. Wenn die neue Karte das Wort UNI enthélt und man sich
erinnert, dass noch nicht viele Worter mit U, VW XY oder Z da waren, wird man im
hinteren Teil des Packens die Suche starten. Bei einem systematischen Vorgehen bietet
sich an dieser Stelle die binire Suche an. Wenn a;,; an Position k eingeordnet werden soll,
miissen die Daten an den Positionen k,...,7 im Array eine Position nach rechts riicken.
Dieser Sortieralgorithmus heifit Sortieren durch binéres Einfiigen oder auch Insertionsort.
Er arbeitet in situ und auch stabil (wenn a;;; hinter den Elementen a; = a;41,7 <
i eingeordnet wird). Beziiglich der wesentlichen Vergleiche ist er nicht adaptiv, da die
Anzahl der wesentlichen Vergleiche bei der bindren Suche kaum vom Ergebnis abhéngt.

Die Gesamtzahl der wesentlichen Vergleiche betragt im worst case

> [log(i+1)] = > [logi] <log(n!) +n.

1<i<n—1 2<i<n

Den Term log(n!) wollen wir genauer untersuchen. Nach der Stirling-Formel konvergiert
der Quotient von n! und v/2r n"+t1/2e=" gegen 1. Daher folgt

log(n!) ~ log(v2r n"*Y2e™) = nlogn — nloge + O(logn) ~ nlogn — 1,4427n.
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Satz 4.2.1: Insertionsort kommt im worst case mit hochstens nlogn—0,4426n+O(logn)
wesentlichen Vergleichen aus.

Der Datentransport ist jedoch teuer, sogar im average case, wobei wir alle Permutationen
der geordneten Folge als gleichwahrscheinliche Eingaben betrachten. Bei der average case
Analyse nehmen wir 0. B.d. A. an, dass die Eingabe eine zuféllige Permutation der Folge
1,...,n ist.

Satz 4.2.2: Insertionsort bendtigt im average case ©(n?) Operationen.

Beweis: Es ist offensichtlich, dass selbst im worst case O(n?) Operationen geniigen. Wir
zéhlen nun nur die Operationen, bei denen ein Datum nach rechts riickt.

Es gibt (n — 1)! Permutationen m mit 7(i) = j. Also muss a; mit Wahrscheinlichkeit
1/n am Ende an Position j stehen. Falls j > i ist, muss a; mindestens j — i-mal nach
rechts riicken. Die average case Zahl an Rechtsbewegungen, die a; macht, betréigt also
mindestens

%(O+~~~+0+1+~-~+(n—z’)) — (n—i)(n—i+1)/(2n).
Die average case Zahl an Rechtsbewegungen betréigt also mindestens (fiir die Rechnung
vergleiche die Analyse von Algorithmus 1.3.1)
L S —im—it1) == 3 (i—1)i= 2 —1)/6.
n 52, 2n 1 S5in
O

Aus dieser Analyse haben wir etwas fiir den Entwurf weiterer Sortieralgorithmen gelernt.
Wir konnen quadratische Laufzeit nicht verhindern, wenn Daten im Array in eine Richtung
nur Schritte der Lange 1 machen.

4.3 Sortieren durch Mischen

Andere Personen werden in unserem Experiment den Stapel an Karteikarten in kleine
Unterstapel aufteilen, die sie ,direkt* sortieren. Danach konnen zwei Unterstapel mit
dem Reifiverschlussverfahren verschmolzen werden, daher auch der Name Mergesort. Im
Gegensatz zu Kartenspielen bedeutet ,,Mischen“ im Kontext des Sortierens, aus zwei

sortierten Folgen a; < .-+ < ag und b < --- < b, eine gemeinsame sortierte Folge
c1 < -+ < Cgam zu machen. Diese Operation bezeichnen wir mit
(€15 vy Chrm) = Merge(aq, ..., ax; b1, ..., bp).

Die Anzahl der wesentlichen Vergleiche ist beim Reifiverschlussverfahren durch & +m —1
beschrinkt.

Bei einem systematischen Vorgehen sollten wir Teilfolgen der Léange 1 direkt behandeln,
sie sind bereits sortiert. Aufgrund der linearen Rechenzeit des Reifiverschlussverfahrens
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sollten stets kiirzeste Folgen gemischt werden. Dies kann an einem moglichst gut balan-
cierten bindren Baum, bei dem die n Blatter auf maximal zwei benachbarten Ebenen
liegen, illustriert werden. Aus iterativer Sicht wird der Baum von den Bléttern zur Wur-
zel bearbeitet, wobei jeder Knoten das Mischen der Folgen in den Kindern vorschreibt.
Am Ende enthilt die Wurzel das Ergebnis. Eleganter ist eine rekursive Beschreibung als
Divide-and-Conquer Algorithmus, bei dem die Arbeit darin besteht, aus den Losungen
der Teilprobleme die Lésung des Problems zu berechnen.

Algorithmus 4.3.1: Mergesort(ay,...,a,)

(1) Falls n =1, STOP.

(2) Fallsn > 1,
(b1,...,brny2) := Mergesort(ay, . .., afn/a),
(c1,--.,Cny2)) = Mergesort(ag, 2141, - - - an),
(dl, . ,dn) = Merge(bl, . ,b"n/2‘|;61, . 76\_71/2])'

Fiir die Anzahl der wesentlichen Vergleiche V'(n) (im worst case) gilt
V(1)=0, V(n) =V (In/2])+ V(|n/2]) +n— 1.
Analog zur Analyse von Algorithmus 1.3.3 erhalten wir fiir n = 2% die explizite Losung
V(n) =nlogn —n+ 1.

Satz 4.3.2: Mergesort kommt fiir n = 2% mit nlogn — n + 1 wesentlichen Vergleichen
aus, die Anzahl anderer Operationen liegt in der gleichen GroBlenordnung.

Damit ist Mergesort beziiglich der Rechenzeit viel effizienter als Insertionsort. Gravie-
render Nachteil ist, dass das Reiflverschlussverfahren nicht in situ arbeitet. Wir haben
vielleicht n; Elemente der a-Folge und ns Elemente der b-Folge bearbeitet, aber keinen
freien Arrayblock der Léange n; + ny geschaffen. Es ist moglich, eine Variante von Mer-
gesort auf zwei Arrays der Léange n zu realisieren. Besondere Bedeutung hat Mergesort
beim externen Sortieren. Wir benotigen im Kernspeicher Platz fiir drei Datenblocke. Fiir
das Mischen zweier Folgen werden von diesen Folgen je ein Datenblock eingelesen und
mit dem Reiflverschlussverfahren gemischt. Im dritten Datenblock wird das Ergebnis ge-
speichert. Ist einer der beiden Eingabeblocke leer, wird der Folgeblock der entsprechenden
Folge eingelesen. Ist der Ausgabeblock voll, wird er extern gespeichert.

Mergesort kann auf natiirliche Weise stabil gestaltet werden. Dariiber hinaus lésst sich
Mergesort so anpassen, dass es sich adaptiv verhélt. Bei einem einmaligen Durchlau-
fen der Eingabe werden die Stellen ¢ mit a; > a;y; erkannt. Die Datenblécke zwischen
diesen Stellen sind sortierte Teilfolgen. Der Sortieralgorithmus kann mit diesen sortier-
ten Teilfolgen starten. Da mit hochstens n wesentlichen Vergleichen die Anzahl sortierter
Teilfolgen halbiert werden kann, betréagt die Gesamtzahl wesentlicher Vergleiche hochstens
([log k] + 1)n, wenn die Anzahl sortierter Blocke k betrigt. Der Extrasummand n be-
schreibt die Vergleiche bei der Einteilung in sortierte Datenbldcke.
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4.4 Quicksort

Fiir die meisten Probleme ist die beste Vorgehensweise von Rechnern eine andere als
die beste Vorgehensweise von Menschen. Rechner kénnen sich besser viele Informationen
,merken“ als Menschen. Daher wird wohl niemand in unserem Experiment eine Vor-
gehensweise wahlen, die das am haufigsten verwendete Sortierverfahren, werbetrichtig
Quicksort genannt, imitiert.

Quicksort ist ebenfalls ein Divide-and-Conquer Algorithmus, bei dem die Hauptarbeit
allerdings darin besteht, das Problem zu zerlegen. Fiir ein Datum a; (welches Datum wir
wéhlen, diskutieren wir spéter) bestimmen wir eine Position j, so dass a; in der sortierten
Folge an Position j stehen kann. Gleichzeitig sorgen wir dafiir, dass an den Positionen
1,...,7 — 1 nur Daten a; < a; und an den Positionen j + 1,...,n nur Daten a,, > a;
stehen. Danach geniigt es, Quicksort auf die Teilprobleme an den Positionen 1,...,7 — 1
und j+1,...,n anzuwenden. Probleme der Lénge 0 oder 1 sind selbstverstidndlich bereits
gelost. Wir beschreiben nun, wie wir fiir das Datum a; und die Positionen 1,...,n die
Problemaufteilung mit n — 1 wesentlichen Vergleichen vornehmen kénnen.

1. Von a; beginnend wird gesucht, bis ein Datum a; > a; gefunden wird. Dies ist
spatestens fiir [ = ¢ der Fall. Dabei wird durch Indexvergleiche sichergestellt, dass
a; nicht mit a; verglichen wird.

2. Von a, beginnend wird gesucht, bis ein Datum a, < a; gefunden wird. Dies ist
spatestens fiir » = ¢ der Fall. Wieder wird darauf geachtet, dass a; nicht mit a;
verglichen wird.

3. Falls | = r =i, STOP. Ansonsten werden a; und a, vertauscht. Beginnend an den
Positionen [, falls » = ¢, und [ + 1 sonst, sowie r, falls [ = ¢, und r — 1 sonst wird
wie in (1) und (2) weitergesucht. Es ist zu beachten, dass das ausgewéahlte Datum
an anderer Position stehen kann.

Das Verfahren fithrt n — 1 wesentliche Vergleiche aus, da a; mit jedem anderen Datum
genau einmal verglichen wird. Die Zahl der Vertauschungen ist ebenfalls hochstens n — 1,
da jedes Datum mit Ausnahme von a; nur einmal vertauscht wird.

Beispiel 4.4.1: n =13, i =7, a; = 53.

15 47 33 98 17 53 76 8 2 53 27
15 47 33 44 17 53 76 8 2 53 87
15 47 33 44 27T 17 76 83 2 [53] 98 87
15 47 33 44 27 17 53 [76] 83 2 [53] 98 87
15 47 33 44 27 17 53 [53] 83 76 98 87
15 47 33 44 27 17 53 2 [83] [53] 76 98 87
15 47 33 44 27 17 53 2 83 76 98 87
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Die Position 9 hat ihr endgiiltiges Datum 53 erhalten. Quicksort wird fiir die Bereiche
[1,8] und [10, 13] aufgerufen.

Wir haben bereits gesehen, dass die Zahl unwesentlicher Operationen von der gleichen
GroBlenordnung wie die Zahl wesentlicher Vergleiche ist.

Wie sollten wir das ,,Zerlegungsdatum® a; wiahlen? Wir beginnen mit der naivsten Stra-
tegie.

Zerlegungsstrategie 1: Wéahle als Zerlegungsdatum das erste Datum des betrachteten Be-
reichs.

Es ist moglich, dass wir im ersten Schritt das Problem in zwei Probleme der Grofie 0 und
n — 1 zerlegen. Wenn sich dieses Pech wiederholt, bendtigen wir

(m—1)+n+2)+ - +2+1= (Z) = (n% —n)/2

wesentliche Vergleiche. Dabei wird jedes Datum mit jedem anderen verglichen. Da Quick-
sort kein Datenpaar zweimal vergleicht (nach der ersten Phase wird a; nicht mehr vergli-
chen), ist dies der schlechteste Fall und Quicksort fiihrt im worst case (n?—n)/2 Vergleiche
durch. Dies ist im Vergleich zu Insertionsort und Mergesort nicht gerade beeindruckend.
Quicksort hat jedoch ein sehr gutes average case Verhalten, wenn wir annehmen, dass
alle Permutationen von n verschiedenen Daten mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Ein-
gabe darstellen. Mit V' (n) bezeichnen wir in dieser Situation die average case Anzahl
wesentlicher Vergleiche. Dann ist

V(0)=V(1)=0.

Das Zerlegungsdatum landet mit Wahrscheinlichkeit 1/n an jeder Position j. Da alle Per-
mutationen dieselbe Wahrscheinlichkeit haben, ist fiir das erste Datum jede Position gleich
wahrscheinlich. Wir haben dann Teilprobleme der Grofle j—1 und n—j zu losen. Beim Ver-
gleich mit a; wurden die Daten nur danach unterschieden, ob sie grofier oder kleiner als a;
sind. Wenn wir die (j—1)! moglichen Permutationen der j—1 Daten, die kleiner als a; sind,
betrachten (wobei die Menge der Positionen dieser Daten unveréndert bleibt), dann erhal-
ten wir am Ende der ersten Phase von Quicksort alle (j —1)! Permutationen dieser Daten
auf den ersten j—1 Positionen. Also sind in beiden Teilproblemen wieder alle Reihenfolgen
gleich wahrscheinlich. Mit Wahrscheinlichkeit 1/n benétigen wir durchschnittlich n — 14
V(j — 1)+ V(n — j) wesentliche Vergleiche, insgesamt folgt fiir n > 2

Vi) = Y -1 VG 1)+ V(- )
S > (VG- +V(n—3j).



gelost. Das Vorgehen kénnen wir nachahmen. Die Anderungen sind minimal. Daher geben
wir nur das Ergebnis an, wobei wieder H(n) den Wert der harmonischen Reihe bezeichnet.
Es ist

V(n)=2(n+1)H(n) — 4n.

Es ist bekannt, dass H(n) — Inn gegen die so genannte eulersche Konstante v = 0,577 ...
konvergiert. Also gilt

Satz 4.4.2: Quicksort mit der Zerlegungsstrategie 1 benétigt im worst case (n? — n)/2
wesentliche Vergleiche und im average case (bezogen auf die n! moglichen Reihenfolgen
von n verschiedenen Daten)

2(n+1)H(n) — 4n ~ 1,386n logn — 2,846n
wesentliche Vergleiche.

Quicksort braucht in der ersten Phase mindestens n — 1 wesentliche Vergleiche und damit
mindestens lineare Zeit. Wir erwarten also, dass die Anzahl wesentlicher Vergleiche eine
konvexe Funktion ist. Dann ist es am besten, wenn das Zerlegungsdatum das mittlere
Datum, auch Median genannt, ist, also an der Position [n/2] landet. Wenn wir mit
V’'(n) die Anzahl wesentlicher Vergleiche bezeichnen, wenn als Zerlegungsdatum stets
der Median gew#hlt wird, gilt V/(0) = V/(1) = 0 und fiir n > 2

Vi(n) =n— 1+ V/([n/2] = 1) + V/(|n/2)).

Eine dhnliche Rekursionsgleichung haben wir bei der Analyse von Algorithmus 1.3.3 ge-
16st, das Ergebnis ist
V'(n) = nlogn + O(n).

Hieran erkennen wir, wie grofi (oder wie klein) der Raum fiir Verbesserungen ist. Allerdings
ist es (siehe Kapitel 4.8) nicht so einfach, den Median zu berechnen. Eine Annidherung an
dieses Ziel liefert

Zerlegungsstrategie 2: Wéhle als Zerlegungsdatum den Median von ay, ap,/2) und a,.

Es geniigen stets die drei moglichen wesentlichen Vergleiche zwischen diesen drei Daten,
um ihren Median zu berechnen. Dieser Median muss dann nur noch mit den n — 3 iibrigen
Daten verglichen werden. In der ersten Phase geniigen also n wesentliche Vergleiche.
Danach kann das Zerlegungsdatum auf jeder der Positionen 2,...,n — 1 gelandet sein.
Wir untersuchen den worst case, bei dem das Zerlegungsdatum stets auf Position 2 landet.
Die Anzahl wesentlicher Vergleiche betriagt dann

n+(n—2)+n—4)+---.

Fiir gerades n ist dieses
n n n [(n 1 1
2= — ek 1) == (=41 = n2 4 =
<2+(2 >+ +> 2 <2+> L
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und wir haben gegeniiber der ersten Zerlegungsstrategie ungefiahr die Hélfte der wesent-
lichen Vergleiche eingespart. Interessanter ist der average case. Bei der Bestimmung des
Medians von ay,a, und ap,/ vergleichen wir erst a; mit den anderen beiden Daten.
Wenn a; der Median der drei Daten ist, geniigen diese zwei wesentlichen Vergleiche. Dies
ist bei Betrachtung aller Reihenfolgen der drei Daten mit Wahrscheinlichkeit 1/3 der
Fall. Ansonsten miissen die restlichen beiden Daten verglichen werden. Wir sparen also
in der ersten Phase durchschnittlich 1/3 wesentliche Vergleiche gegeniiber dem worst case
von n wesentlichen Vergleichen. Entscheidender ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit das
Zerlegungsdatum an Position j der sortierten Folge steht. Die drei betrachteten Daten
nehmen in der sortierten Folge drei Positionen iy < 75 < i3 ein. Es gibt also (g) Positio-
nentripel, die alle gleich haufig auftreten. Damit der Median zur Position j gehort, muss
i1 < j,is = j und i3 > j sein. Also fithren (j — 1)(n — j) Positionentripel dazu, dass wir
das Problem in Blocke der Lange 7 — 1 und n — j aufteilen. Fiir die average case Anzahl
wesentlicher Vergleiche W (n) gilt somit W (0) = W(1) = 0,W(2) = 1 und fiir n > 3

W) =n 1+ %K;l(w ~ D)+ W(n ).

Die Losung dieser Rekursionsgleichung ist schwierig. Wir geben nur das Ergebnis an. Fiir
n > 6 ist
12 477 223 252

W(n)—7(n+1)H(n—1)—mn+m+m

Diese Variante von Quicksort stellt also eine echte Verbesserung dar und wird Clever
Quicksort genannt.

~ 1,188 log n — 2,255n.

Andererseits miissen wir bei Quicksort und Clever Quicksort darauf vertrauen, dass die
von uns zu sortierenden Datenfolgen nicht schlecht strukturiert sind. Die den average case
Analysen zugrundeliegenden Annahmen sind ja nicht unbedingt realistisch. Einen Ausweg
aus diesem Dilemma kennen wir inzwischen: Randomisierung.

Zerlegungsstrategie 3:Wihle das Zerlegungsdatum zuféllig unter den zu behandelnden
Daten.

Zerlegungsstrategie 4:Wihle zuféllig drei aus den zu behandelnden Daten und wihle als
Zerlegungsdatum den Median dieser drei Daten.

Wir kénnen nun die average case Analyse von Quicksort fiir die Zerlegungsstrategie 3 und
von Clever Quicksort fiir die Zerlegungsstrategie 4 iibernehmen und kommen zu densel-
ben average case Rechenzeiten mit einem entscheidenden Unterschied. Der Durchschnitt
bezieht sich nicht auf eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Eingaberaum, sondern
auf die Zufalligkeit der bei den Zerlegungsstrategien benutzten Zufallszahlen. Die Aussa-
gen sind also average case Aussagen fiir jede Eingabe. Anders ausgedriickt: Es gibt keine
worst case Eingaben mehr.

Abschlielend noch einige Bemerkungen. Quicksort und Clever Quicksort benutzen aufler
dem Array fiir die Daten nur den Rekursionsstack. Bei geschickter Implementierung lésst
sich der Extraplatz auf O(logn) beschrinken (Ubungsaufgabe). Dann arbeiten die Quick-
sort Varianten in situ. Sie sind nicht stabil, da z.B. a; und a,, vertauscht werden konnen
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und a,, vorne bleibt, auch wenn ay = --- = a,, ist. Sie sind auch nicht adaptiv, da selbst
im giinstigsten Fall nlogn — O(n) wesentliche Vergleiche anfallen. Manche Implementie-
rungen der Quicksort-Varianten schalten fiir kleine Teilprobleme, etwa mit héchstens 10
Daten, auf Insertionsort um, da fiir diese kleinen Probleme dann der Verwaltungsaufwand
sinkt.

4.5 Heapsort

Wenn wir zu unserem Experiment mit den Karteikarten zuriickkehren, kénnten wir versu-
chen, zunédchst das lexikographisch kleinste Wort zu bestimmen, dann das zweit-
kleinste, usw. Sinnvollerweise sollten wir im Rechner dabei die bei der Berechnung des
kleinsten Wortes gewonnenen Zusatzinformationen zur weiteren Verwendung abspeichern.
Diese Idee fiihrt schliefllich zu Heapsort, einem Sortierverfahren, das Heaps (Haufen) als
Datenstruktur verwendet.

Definition 4.5.1: Die Daten aq,...,a, in einem Array bilden einen (Min-)Heap, wenn
fiir jede Position i die folgende Heapeigenschaft erfiillt ist. Das Datum ao;, falls 2¢ < n,
und das Datum ag; 1, falls 20 + 1 < n, sind nicht kleiner als a;.

Diese Definition ist nicht sehr anschaulich. Daher werden Heaps zwar rechnerintern in
Arrays verwaltet, zur Veranschaulichung aber als bindre Bdume dargestellt, wobei auf
Ebene [ die Arraypositionen 2!, 241, ..., 2% —1 von links nach rechts dargestellt werden.
Dann sind alle Ebenen bis auf eventuell die letzte Ebene voll gefiillt, auf der letzten Ebene
sind die Positionen von links aus gefiillt und die Kinder des Knotens fiir Position ¢ im
Array stellen die Positionen 2¢ und 2i + 1 im Array dar. Die Heapeigenschaft wird nun zu
der Eigenschaft, dass die Daten an den Kindern eines Knotens nicht kleiner als das Datum
am Elterknoten sind. In Abbildung 4.5.1 sind die Heappositionen fiir n = 20 dargestellt.
Es ist klar, dass jeder Teilbaum eines Heaps selber ein Heap ist.

/1\
N N

/\ /\H 12/\ /\
/NN S

16 1718 1920

Abbildung 4.5.1: Die Heappositionen fiir n = 20.

In einem Heap kénnen wir wie in einem Baum arbeiten, obwohl wir keine Zeiger haben.
Die Kinder von Position ¢ stehen an den Positionen 2¢ und 2:+1 und der Elter an Position

[i/2].
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In der ersten Phase, der Heap Creation Phase, wird aus dem gegebenen Array ein Heap
konstruiert. In der zweiten Phase, der Selection Phase, wird sortiert. Das Minimum ist
bereits bekannt, es steht an der Wurzel. Es wird mit dem Datum an Position n vertauscht.
Danach werden nur noch die Positionen 1,...,n — 1 betrachtet. Auf diesem Array wird
die Heapeigenschaft wieder hergestellt. Das Datum an der Wurzel wird mit dem Datum
an der letzten Position n — 1 vertauscht, usw. Am Ende ist das Array absteigend sortiert.

Zur Konstruktion eines Heaps und zur Reparatur eines Heaps nach dem Vertauschen von
Daten ist die Prozedur reheap(i, m) entscheidend. Sie betrachtet den Teilbaum mit Wur-
zel ¢ und darin nur die Positionen p < m. Es wird angenommen, dass fiir alle Knoten des
betrachteten Teilbaumes, mit Ausnahme der Wurzel, die Heapeigenschaft gesichert ist.
Nach Anwendung der reheap-Prozedur soll die Heapeigenschaft iiberall in dem betrach-
teten Teilbaum gelten. Mit Hilfe der reheap-Prozedur lasst sich jede Heapsort-Variante
folgendermaflen beschreiben.

Algorithmus 4.5.2: Heapsort-Rahmenprogramm
Input ist das Array a der Léange n.

(1) (Heap Creation Phase)
Fiir i := [n/2],...,1: reheap(i, n).

(2) (Selection Phase)
Fiir m :=n,...,2: vertausche a(1) und a(m), reheap(1, m — 1).

Die Korrektheit des Rahmenprogramms folgt leicht. Die Positionen |n/2|41,...,n haben
keine Kinder, fiir sie ist die Heapeigenschaft trivialerweise stets erfiillt. Danach wird die
Heapeigenschaft fiir alle inneren Knoten hergestellt, wobei beim Aufruf von reheap(i, n)
die Voraussetzungen fiir die Anwendung dieser Prozedur erfiillt sind. Es wurde bereits
oben beschrieben, dass die zweite Phase die Daten eines Heaps sortiert.

Wir betrachten ein Array, in dem fiir alle Knoten bis auf die Wurzel die Heapeigenschaft
gesichert ist. Wenn das Wurzeldatum nicht gréfer als eines der Kinder ist, dann haben wir
bereits einen Heap. Ansonsten soll das Wurzeldatum ,einsinken“. Das soll heiflen, dass
wir einen Teilpfad von der Wurzel zu einer Position ¢ berechnen wollen, so dass wir einen
Heap erhalten, wenn das Wurzeldatum an die Position ¢ wechselt und alle anderen Daten
auf diesem Teilpfad an die Position ihres Elters ,,aufsteigen“. Wie konnen wir entschei-
den, ob dieser Teilpfad zum linken oder rechten Kind gehért? Damit die Heapeigenschaft
an der Wurzel erfiillt wird, muss das kleinere der beiden Kinder ,aufsteigen®. Somit ist
der zu betrachtende Pfad ein Teilpfad des Pfades von der Wurzel zu einem Blatt, der
stets das kleinere Kind wéhlt. Sind beide Kinder gleich grof8, sind beide Richtungen er-
laubt. Abbildung 4.5.2 zeigt symbolisch diesen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt und
Abbildung 4.5.3 mogliche Daten auf diesem Pfad.

Die Daten auf dem Pfad der ,kleineren Kinder“ bilden bis auf das erste Element eine
monoton wachsende Folge. Wenn wir im Beispiel die Daten 4, 11, 13, 28, 35, 46 im
Heap eine Position aufsteigen lassen, haben wir an den neuen Positionen dieser Daten
die Heapeigenschaft erfiillt, da ja das kleinere der Kinder aufgestiegen ist. Wenn das

105



Abbildung 4.5.2: Ein Heap mit dem Pfad der ,kleineren Kinder*.

l57 | 4 |11 13283546 | 58] 64 |

Abbildung 4.5.3: Mogliche Daten auf dem Pfad der , kleineren Kinder*.

Wurzeldatum 57 an die Position, wo frither 46 stand, wechselt, ist dort die Heapeigenschaft
erfiillt, da 57 kleiner als das kleinere der beiden Kinder dieser Position ist. An allen anderen
Positionen haben sich die Daten und die Daten an den Kindern nicht verdndert. Also ist
reheap auf diese Weise erfolgreich.

Unser Ziel muss es also sein, die letzte Position p auf dem Pfad der kleineren Kinder zu
berechnen, an der ein Datum kleiner als das Wurzeldatum steht. Wenn die Daten nicht
verschieden sein miissen, kénnen wir auch die letzte Position p, an der das Datum nicht
groBer als das Wurzeldatum ist, wihlen. Wenn wir diese Position p kennen, kénnen wir von
da aus den Datenaustausch vornehmen. Am einfachsten ist dies, wenn wir die Positionen
auf dem Weg der kleineren Kinder (maximal [logn| + 1) extra abspeichern. Dann ist der
Datenaustausch einfach ein zyklischer Shift auf diesen Positionen, in unserem Beispiel auf
den Daten 57, 4, 11, 13, 28, 35, 46 mit dem Ergebnis 4, 11, 13, 28, 35, 46, 57.

Fiir die Berechnung von p miissen wir zwei Ziele verfolgen. Es muss der Pfad der kleine-
ren Kinder verfolgt werden und es muss die richtige Position auf diesem Pfad berechnet
werden. Wir werden dazu drei Strategien betrachten.

Strategie 1, die klassische Strategie, verfolgt beide Ziele simultan. Wenn die Position
noch nicht erreicht ist, werden zwei wesentliche Vergleiche durchgefiihrt. Zunéchst wird
das kleinere der Kinder bestimmt und dann mit dem Wurzeldatum verglichen. Damit
wird entschieden, ob die erreichte Position die richtige ist (kein Kind ist kleiner), und
andernfalls, welches der beiden Kinder kleiner ist und damit auf dem Pfad der kleineren
Kinder liegt. Es ist klar, dass ein Vergleich eingespart werden kann, wenn es nur noch
ein Kind gibt, und dass die richtige Position sicher erreicht ist, wenn es keine Kinder
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mehr gibt. In unserem Beispiel werden 7 Ebenen betrachtet und 14 wesentliche Vergleiche
durchgefiihrt.

Die Strategien 2 und 3 trennen die beiden Aufgaben. Zunéchst wird der gesamte Pfad
der kleineren Kinder bestimmt und die Positionen werden abgespeichert. Fiir diese Phase
ist die Anzahl der wesentlichen Vergleiche gleich der Lénge des Pfades von der Wurzel zu
einem Blatt, also entweder gleich der Baumtiefe oder um 1 kleiner. In unserem Beispiel
sind es 8 wesentliche Vergleiche. Mit dem Array der Positionen des Pfades der kleineren
Kinder kénnen wir so arbeiten, als hdtten wir das Array der Daten selber. Also kénnen wir
eine bindre Suche starten (Strategie 2). Im Beispiel ist die Arrayldnge 8, wir vergleichen
57 mit 28, dann mit 46 und schliellich mit 58. Es werden also drei wesentliche Vergleiche
durchgefiihrt. Gerade in der Selection Phase bringen wir ja zunéichst ein tendenziell grofies
Datum vom letzten Blatt an die Wurzel und miissen erwarten, dass es tief einsinkt. Daher
bildet die lineare Suche von unten (die bottom-up Strategie 3) eine sinnvolle Alternative.
In unserem Beispiel braucht sie ebenfalls 3 wesentliche Vergleiche, so dass die Strategien 2
und 3 je 11 wesentliche Vergleiche brauchen. Wir konnen erwarten, dass die Strategie 2 ein
besonders gutes worst case Verhalten hat. Im Vergleich zwischen Strategie 1 und Strategie
3 lasst sich feststellen, dass beide ungefihr gleich viele wesentliche Vergleiche brauchen,
némlich (4/3)d Vergleiche bei Baumtiefe d, wenn die gesuchte Position auf Ebene (2/3)d
liegt. Bei Strategie 1 sind es je zwei Vergleiche fiir (2/3)d Ebenen, bei Strategie 3 fiir die
erste Phase d Vergleiche und dann bei der bottom-up Suche der zweiten Phase (1/3)d
Vergleiche.

Um die Strategien analysieren zu koénnen, spielt sicherlich die Summe der Baumtiefen
aller reheap Aufrufe eine wesentliche Rolle.

Lemma 4.5.3: Die Summe der Tiefen der Baume, fiir die in der Heap Creation Phase
die Prozedur reheap aufgerufen wird, ist kleiner als n.
Beweis: Wir wollen die Tiefen der Baume mit Wurzel ¢, 1 < i < |n/2], aufsummieren.

Um die Anschaulichkeit zu erhéhen, beschreiben wir die folgenden Gleichungen informal.

Z Tiefe des Baumes mit Wurzel ¢

1<i<|n/2]

= > d-Anzahl der Biume, deren Tiefe genau d ist ()
1<d<|logn|

= >~ Anzahl der Biume, deren Tiefe mind. d betréigt  (sx)
1<d<|logn|

Ein Baum der Tiefe d* fiihrt in (%) einmal zum Summanden d* und in (%) d*-mal,
1 < d < d*, zum Summanden 1. Dieser Rechentrick ist oft sehr hilfreich. Es werden
|n/2| Baume mit den Wurzeln 1, ..., |n/2] betrachtet. Nur die Knoten 1, ..., [n/4] sind
Wurzeln von Baumen, deren Tiefe mindestens 2 betragt. Allgemein sind nur die Knoten
1,...,[n27% Wurzeln von Biéumen, deren Tiefe mindestens d betriigt. Indem wir |n2~¢
fir 1 <d < |logn| aufsummieren, zihlen wir Baume der Tiefe d genau d-mal. Es gilt

o2 < Y n2t=n.

1<d<|logn| 1<d<oco

107



O

Lemma 4.5.4: Die Summe der Tiefen der Baume, fiir die in der Selection Phase die
Prozedur reheap aufgerufen wird, ist kleiner als nlogn.

Beweis: Der Gesamtbaum hat Tiefe [logn| und es gibt n — 1 Aufrufe von reheap. O

Satz 4.5.5: Die worst case Zahl wesentlicher Vergleiche aller Heapsort-Varianten ist durch
2nlog n+2n beschrénkt. Die Zahl anderer Operationen ist nur um einen konstanten Faktor
grofler. Fiir den Aufbau eines Heaps geniigen 2n wesentliche Vergleiche.

Beweis: Bei Baumtiefe d geniigen stets 2d wesentliche Vergleiche. Damit folgt die Aus-
sage aus den Lemmas 4.5.3 und 4.5.4. O

Fiir Strategie 1 ist die Abschétzung aus Satz 4.5.5 fast optimal. Fiir die anderen beiden
Strategien konnen bessere Schranken bewiesen werden.

Satz 4.5.6: Die Heapsort-Variante, die mit Strategie 2 (Pfadsuche und binédre Suche)
arbeitet, kommt im worst case mit nlogn + nloglogn + 3n wesentliche Vergleichen aus.

Beweis: Fiir die Heap Creation Phase bleiben wir bei der Abschétzung 2n fiir die Anzahl
wesentlicher Vergleiche. In der Selection Phase gentigen fiir jeden der n—1 reheap Aufrufe
|logn| wesentliche Vergleiche, um den Pfad der kleineren Kinder zu berechnen. Fiir die
bindre Suche geniigen jeweils [log(|log(n — 1)]|)] wesentliche Vergleiche, da die Heaps
maximal n — 1 Daten enthalten. Dies lasst sich durch loglogn + 1 abschétzen. O

Eine gute obere Schranke fiir die worst case Anzahl an wesentlichen Vergleichen ist fiir
Strategie 3 schwieriger zu beweisen. Die bottom-up Suche kann manchmal bis zur Wurzel
fithren, aber eben nur manchmal.

Satz 4.5.7: Die Heapsort-Variante, die mit Strategie 3 (Pfadsuche und lineare bottom-up
Suche) arbeitet, kommt im worst case mit (3/2)nlogn + O(n) wesentlichen Vergleichen
aus.

Beweis: Die Berechnung aller Pfade der kleineren Kinder kostet hochstens nlogn 4+ n
wesentliche Vergleiche, die bottom-up Suchen in der Heap Creation Phase hochstens n
wesentliche Vergleiche.

Nun geniigt es zu zeigen, dass die bottom-up Suchen in der Selection Phase nicht mehr
als (1/2)nlogn + O(n) wesentliche Vergleiche verursachen. Wir beschrénken uns auf den
Fall n = 2%, da sich die Argumente leicht auf allgemeines n iibertragen lassen. Wir zeigen,
dass die ersten n/2 bottom-up Suchen mit (1/4)nlogn + O(n) Vergleichen auskommen.
Danach haben wir einen Heap mit 2¥~! Daten und koénnen analog argumentieren.

Es sei d(m) die Ebene, in der das Datum an der Wurzel nach dem m-ten Aufruf von
reheap landet. Dann ist £ — d(m) eine obere Schranke fiir die Zahl der fiir den m-ten
Aufruf der bottom-up Suche benétigten wesentlichen Vergleiche.
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Wir bezeichnen ein Datum als grof, wenn es zur grofleren Hilfte der Daten gehort und
sonst als klein. In einem Heap haben grofle Daten nur grofle Nachfolger. Also ist minde-
stens die Hélfte der Daten an den Bléttern gro. Grole Blétter konnen (beim Datenaus-
tausch) nicht durch kleine Daten verdringt werden. Daher sind wihrend der ersten 2¢~1
Runden mindestens 2¥~2 der Vergleichsdaten, die an die Wurzel wechseln, gro8.

Jede bottom-up Suche verursacht hochstens logn — 1 Vergleiche. Wir schéitzen die Kosten
fiir 2¥~2 Runden, darunter alle Runden mit kleinen Wurzeldaten, mit (1/4)nlogn—(1/4)n
ab. Es bleibt zu zeigen, dass die iibrigen 2=2 Runden nur Kosten O(n) verursachen. Alle
Wurzeldaten sind hierbei gro und daher nach 2¥~! Runden noch im Heap vorhanden.
Ein Datum kann nur dann ein weiteres Mal Wurzeldatum werden, wenn es bei der letzten
bottom-up Suche, bei dem es als Wurzeldatum beteiligt war, nur einen Vergleich verur-
sacht hat und daher wieder in einem Blatt abgespeichert wurde. Dann steigt das friithere
Blatt eine Position auf. Die Summe der zu diesen 2¥~2 Runden gehérigen d(m)-Werte ist
also mindestens so grof§ wie die Summe der Tiefen von 28~2 Knoten in einem biniren
Baum. Die Summe betriagt mindestens (fiir die Rechnung vergleiche Beispiel 1.6.4)
Yoo i+ k—2=(k—42"?+24+k—2> (k—4)2"2

1<i<k—3

Also betriigt die zugehorige Summe aller & — d(m) hochstens 4 - 2872 = n. Damit ist der
Satz bewiesen. O

(Schwierig zu beschreibende) Beispiele zeigen, dass die Konstante 3/2 in Satz 4.5.7 nicht
verkleinert werden kann. Average case Analysen fiir die Strategien 1 und 3 sind recht
schwierig. Bei Strategie 2 ist dies anders, da selbst der best-case nur um 3n besser als
der worst case sein kann. In jeder der zwei Phasen der héchstens (3/2)n reheap Aufrufe
unterscheiden sich ja worst case und best case um héchstens einen wesentlichen Vergleich.
Die hier nicht durchgefiihrten average case Analysen der Strategien 1 und 3 zeigen die
Uberlegenheit von Strategie 3. Diese Strategie erfordert im average case nur nlogn +
O(n) wesentliche Vergleiche. (Experimente lassen vermuten, dass der lineare Term kleiner
als n/2 ist.) Dagegen benotigt Strategie 1 im average case 2nlogn — O(n) wesentliche
Vergleiche.

Aus der Beschreibung folgt, dass die Heapsort-Varianten in situ arbeiten, aber weder
stabil noch adaptiv sind.

4.6 Eine untere Schranke fiir allgemeine Sortierverfahren

Unsere Sortieralgorithmen scheinen an eine Barriere zu stoflen: nlogn. Sind wir nur zu
dumm, bessere Sortieralgorithmen zu entwerfen oder gibt es keine o(nlogn) Sortierverfah-
ren? Wir zeigen eine untere Schranke fiir allgemeine Sortierverfahren. Ein Sortierverfahren
heifit ja allgemein, wenn es beliebige Folgen a, ..., a, von Elementen aus beliebigen ge-
ordneten Mengen sortieren kann. In dieser allgemeinen Situation ergeben nur wesentliche
Vergleiche Informationen iiber die Ordnung der vorliegenden Daten.

Da es n! Permutationen auf {1,...,n} gibt, gibt es n! so genannte Ordnungstypen auf
Folgen der Lénge n. Der Ordnungstyp (ly,...,l,) bedeutet, dass das Datum, das in der
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Eingabe an Position [; steht, in der Ausgabe an Position j steht. Mit der sortierten
Folge ist (bei paarweise verschiedenen Daten) implizit auch der Ordnungstyp bekannt.
Wir koénnen also das allgemeine Sortierproblem mit der Berechnung des Ordnungstyps
identifizieren.

Wir befreien nun allgemeine Sortierverfahren vom Verwaltungsoverhead und betrachten
nur die wesentlichen Vergleiche. Die so befreiten Sortieralgorithmen lassen sich durch
binédre Entscheidungsbdume gut darstellen, wobei wir nur Eingaben mit paarweise ver-
schiedenen Daten betrachten.

Zu Beginn sind alle n! Ordnungstypen moglich. Der erste Vergleich betrifft a;, und a;.
Die Menge der Ordnungstypen wird in zwei disjunkte Mengen von Ordnungstypen (falls
a; < aj, steht 7 im Ordnungstyp vor j, sonst dahinter) zerlegt. Welches der zweite wesent-
liche Vergleich ist, hingt nur vom Ausgang des ersten wesentlichen Vergleichs (und vom
Algorithmus) ab. In jedem Zweig des Entscheidungsbaumes darf der Sortieralgorithmus
erst stoppen, wenn nur noch ein Ordnungstyp moglich ist. Fiir jedes allgemeine Sortierver-
fahren, das keine Vergleiche durchfiihrt, deren Ergebnisse bereits aus fritheren Vergleichen
ableitbar sind, erhalten wir also einen bindren Entscheidungsbaum mit n! Bléttern, fiir
jeden Ordnungstyp ein Blatt. Sei d, die Lange des Weges von der Wurzel zum Blatt
m. Wenn die Eingabe vom Ordnungstyp 7 ist, bendtigt der betrachtete Sortieralgorith-
mus genau d, wesentliche Vergleiche. Die worst case Anzahl wesentlicher Vergleiche des
Algorithmus betragt also max{d,| = Ordnungstyp} und die average case Anzahl

1
— Y

* 7 Ordnungstyp

Beispiel 4.6.1: Wir betrachten fiir n = 4 die Quicksort-Variante, die als Vergleichsdatum
immer das linkeste Datum im Array auswéhlt. Aus Kapitel 4.4 wissen wir, dass die worst
case Anzahl wesentlicher Vergleiche (;L) = 6 betrédgt. Die average case Anzahl betréigt
nach Satz 4.4.2 1 1 1 99

2044 1) (1+§+§+1> —44=2
Dies kénnen wir nun auch am Entscheidungsbaum in Abbildung 4.6.1 ablesen. In ihm
haben 12 Blétter Tiefe 4, 4 Blétter Tiefe 5 und 8 Blétter Tiefe 6. Es ist 5;(12-444-5+8-6)
ebenfalls %. An jeden Knoten haben wir zwei Paare geschrieben. Das obere Paar (i, j)
gibt an, dass a; und a; verglichen werden. Um den Verlauf von Quicksort besser verfolgen
zu konnen, gibt das untere Paar (¢',j') an, dass ¢; momentan an Position ¢ und a; an
Position j' steht.
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(L.4)

14
(1,3) 1,2)
(1.3) (42
(12 (1,2 (1,3) (1,3)
(1,2) (3.2 (23) (4,3)
(3.4) (2,4) (2.3) (2,3 (3.4) (2,4)
(34) (34) 2,1 4,2 (2.1) (2,2)

(2,4) (3.4)
24 (3.9)
(2.1,34) (2,1,4,3) (3.1,2.4) (3.1,4,2) (2.3,1,4)(3,2,1,4) (4,1,2,3)(4,1,3,2) (3.4,1,2)(4,3,1,2) (2,4,1,3) (4,2,1,3)

(23) (2.3) (2.4) (2.4)
4 (23 (3.4) (2.3) (2.2)
(3.4) (3.4) (23) (2.3)
JRCE) (2.3 (2.2) (2.3)
(1,3,2,4) (1,423 (34,2,1) (24,3.2)
(1,2',3,4) (1.24,3) (134,2) (143,2) (234,1) (324, (4.23,1) (4,3:2,1)

Abbildung 4.6.1: Der Entscheidungsbaum fiir Quicksort und n = 4.
Untere Schranken fiir allgemeine Sortierverfahren erhalten wir also durch untere Schran-
ken fiir die Tiefe und die durchschnittliche Tiefe von bindren Bdumen mit N = n! Bldttern.

Lemma 4.6.2: Die Tiefe jedes bindren Baumes mit N Bléattern betrdgt mindestens
[log N.

Beweis: Der bindre Baum der Tiefe d mit der gréfiten Zahl an Blattern ist ein vollstandi-
ger bindrer Baum der Tiefe d und hat 2¢ Blitter. Damit 2¢ > N ist, muss d > [log N
sein. O

Lemma 4.6.3: In einem Bindrbaum mit N Blattern betrégt die durchschnittliche Tiefe
der Blétter mindestens [log N| — 1.
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Beweis: Sei T’ ein bindrer Baum mit N Blattern. Wir ersetzen diesen Baum durch einen
anderen, dessen durchschnittliche Tiefe nicht grofler ist und schétzen dann die durch-
schnittliche Tiefe des so erhaltenen Baumes ab. Sei d die Tiefe von T'. Wenn ein Knoten
auf Tiefe d — 1 nur ein Kind hat, konnen wir die durchschnittliche Tiefe senken, indem
wir dieses Kind eliminieren.

Falls es ein Blatt in Tiefe d’ < d—2 gibt, konnen wir die durchschnittliche Tiefe verringern.
Wir betrachten folgende drei Blatter: B auf Tiefe d’ und zwei Geschwister auf Tiefe d. Die
Summe der Tiefen dieser drei Blétter ist d’' 4+ 2d. Wir geben B zwei Kinder und erzeugen
zwei Blétter auf Tiefe d’ + 1, und wir streichen die beiden Geschwister und erzeugen ein
Blatt auf Tiefe d — 1. Die drei Ersatzblatter haben als Summe ihrer Tiefen

2d+1)+d—-1=2d+d+1<d +2d—1<d +2d.

Diesen Prozess setzen wir fort, bis wir einen Baum 7" erhalten, dessen durchschnittliche
Tiefe nicht grofler als die von T ist und der nur Blétter auf zwei aufeinanderfolgenden
Ebenen d — 1 und d hat.

Wenn d < [log N| —1 ist, kann der Baum nach Lemma 4.6.2 nicht N Blétter haben. Fiir
d = [log N gibt es einen Baum mit N Blattern, fiir groBere d wére die durchschnittliche
Tiefe grofer. Also liegen alle Blétter auf den Ebenen [log N] — 1 und [log N| und die
durchschnittliche Tiefe betrdgt mindestens [log N| — 1. O

Wir erhalten nun unser Hauptergebnis als einfaches Korollar, wobei wir uns an die Ap-
proximation von log(n!) aus Kapitel 4.2 erinnern.

Satz 4.6.4: Jedes allgemeine Sortierverfahren benstigt im worst case mindestens [log(n!)]
~ nlogn — 1,4427n Vergleiche und im average case mindestens [log(n!)] — 1 Vergleiche.

Im Licht dieser unteren Schranken haben wir bereits sehr gute Sortieralgorithmen ent-
worfen.

Was konnen wir aus diesem Kapitel, also dem Beweis unterer Schranken fiir den Entwurf
guter Algorithmen lernen? Vergleiche sollten so ausgewéhlt werden, dass sie die Men-
ge noch moglicher Ordnungstypen in zwei moglichst gleich grofle Mengen zerlegen. In
diesem Sinn ist der erste Vergleich jedes Sortierverfahrens gut. Der zweite Vergleich fiir
Quicksort in Abbildung 4.6.1 ist in diesem Sinn nicht gut. Die jeweils noch moglichen 12
Ordnungstypen werden im Verhéltnis 8:4 aufgeteilt.

Es folgt eine Ubersicht iiber die bisher behandelten Sortieralgorithmen.
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Vergleiche Vergleiche Sonstige Extra-
worst case average case Operationen platz
Insertionsort nlogn — 0,443n kaum weniger 0(n?) O(1)
Quicksort n?/2 1,386nlogn | O(#Vergleiche) | O(logn)
—9,846n
Clever n?/4 1,188nlogn | O(#Vergleiche) | O(logn)
Quicksort —2,255mn
Heapsort 2nlogn + O(n) 2nlogn £+ O(n) O(nlogn) O(1)
klassisch
Bottom-up nlogn + nloglogn | kaum weniger O(nlogn) 0(1)
Heapsort +3n
mit binérer
Suche
Bottom-up 1,5nlogn + O(n) | nlogn+ O(n) O(nlogn) O(logn)
Heapsort
mit linearer
Suche
Mergesort nlogn —n kaum weniger O(nlogn) O(n)
untere Schranke | nlogn —1,443n | nlogn — 1,443n Q(n) Q(1)

4.7 Bucketsort

Wir haben in Kapitel 4.6 betont, dass die unteren Schranken nur fiir allgemeine Sortierver-
fahren gelten. Gibt es nun Situationen, in denen spezielle Sortierverfahren nutzen? Sehr
hiufig miissen Namen sortiert werden. Auf Uberweisungsformularen sind dafiir 27 Stel-
len vorgesehen. Es werden 29 Zeichen verwendet, die 26 Buchstaben, der Bindestrich, das
Komma und das Leerzeichen. Auf diesen Zeichen gilt folgende Ordnung (O = Leerzeichen)

O<A<B<---<Z<-<,.

Auf den Wortern gilt die lexikographische Ordnung:

(bk,...,bl)<(ck,...,cl) A b < undbj:cj fur]>z

Das Alphabet mit 29 ,,Buchstaben“ kénnen wir mit 1, ..., 29 identifizieren und die Menge
der Wérter mit 1,...,29%" ~ 3-10%.

Allgemein nehmen wir nun an, dass ay,...,a, € {1,..., M} zu sortieren sind.

Algorithmus 4.7.1: (1) Initialisiere ein Array der Linge M mit M leeren Listen
L(1),...,L(M), fir die Zeiger auf das letzte Element verwaltet werden.
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(2) Durchlaufe die Eingabe und hinge a; an das Ende von L(a;).
(3) Hénge L(1),...,L(M) aneinander.

Lemma 4.7.2: Zum Sortieren von n Daten aus {1,..., M} geniigen O(n + M) Opera-
tionen.

Die Bezeichnung Bucketsort kommt daher, dass die Listen als Eimer aufgefasst werden
und wir Daten mit Wert ¢ in den Eimer mit Nummer ¢ werfen. Auf die Reihenfolge der
Daten mit demselben Wert kommt es ja auch eigentlich nicht an. Die Einfiigung am Ende
der Listen sichert jedoch, dass das Sortierverfahren stabil ist, und das wird sich als wichtig
erweisen.

In unserem Beispiel war M = 2927, Algorithmus 4.7.1 lohnt sich also fiir realistische n
nicht. Wir nutzen nun die Struktur unserer Daten besser aus.

Algorithmus 4.7.3: Verallgemeinerter Bucketsort fiir n Daten a; = (aq,...,a;1) €
{1,..., M} versehen mit der lexikographischen Ordnung.

(1) Fiithre [ Runden von Algorithmus 4.7.1 aus, wobei die k-te Runde die Worter a;
beziiglich a;; sortiert.

Satz 4.7.4: Zum Sortieren von n Daten aus {1,..., M} (beziiglich der lexikographischen
Ordnung) geniigen O(l(n + M)) Operationen.

Beweis: Wir benutzen Algorithmus 4.7.3. Die Zeitschranke folgt aus Lemma 4.7.2. Wir
beweisen die Korrektheit. Sei a; < a; und a;; < ajx, aber a;, = aj,, fir m > k. In der
k-ten Runde wird a; vor a; einsortiert. Aufgrund der Stabilitdt von Algorithmus 4.7.1
bleibt diese Reihenfolge in den folgenden Runden erhalten. O

In unserem Beispiel ist [ = 27 und M = 29. Zusétzlich ist zu beachten, dass ein we-
sentlicher Vergleich zweier Worter teurer ist als die in Algorithmus 4.7.3 durchgefiihrten
Vergleiche von Buchstaben.

Da die Eingabe aus In Buchstaben besteht, und normalerweise n > M ist, ist die Rechen-
zeit von O(l(n 4+ M)) = O(In) Operationen auf Buchstaben asymptotisch optimal.

Der verallgemeinerte Bucketsort aus Algorithmus 4.7.3 ist fiir unser Experiment mit den
Karteikarten und dreibuchstabigen Wortern vermutlich die beste Alternative.

4.8 Das Auswahlproblem

Es gibt Situationen, in denen wir die Daten nicht vollstdndig sortieren wollen, sondern
nur das Datum mit Rang k£ bestimmen wollen. Dann sprechen wir vom Auswahlproblem,
speziell fir k = [n/2] vom Medianproblem.

Kann das Auswahlproblem mit O(n) wesentlichen Vergleichen gelost werden? Es gibt
Verfahren, die im worst case mit O(n) Vergleichen auskommen, allerdings sind diese bisher
wegen der groflen Konstanten nur von theoretischem Interesse.
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Wir besprechen daher einen randomisierten Algorithmus, der dhnlich wie Quicksort im
worst case quadratische Komplexitat hat, aber beziiglich der average case Rechenzeit sehr
effizient ist. Wir nehmen bei der Darstellung an, dass alle Daten paarweise verschieden
sind.

Algorithmus 4.8.1: Quickselect ((aq,...,a,),k).
(1) Wahle zufillig ein ¢ € {1,...,n}.

(2) Fithre mit a; als Zerlegungsdatum die erste Phase von Quicksort aus. Es sei r die
Position, die a; schliefllich einnimmt.

(3) Falls r = k, stoppe mit Ausgabe a;. Falls r > k, wende Quickselect auf die ersten
r — 1 Daten im Array und den Rang k£ an. Falls r < k, wende Quickselect auf die
hinteren n — r Daten im Array und den Rang k& — r an.

Der Algorithmus ist offensichtlich korrekt. Fiir jedes r € {1,...,n} wird das Datum mit
Rang r in Schritt (1) mit Wahrscheinlichkeit 1/n gewihlt. Es entstehen also jeweils mit
Wabhrscheinlichkeit 1/n Probleme der Grofie

n—1,....n—k+10k,...,n—1.

Sei V(n) die durchschnittliche Zahl an Vergleichen fiir das Auswahlproblem und den worst
case Rang. Dann gilt V(1) = 0 und

V(n) <n—142 (Sicicn VO + Zoiprzicaa V) (%)

Wir vermuten, dass V' eine monoton wachsende Funktion ist. Dann nimmt die rechte Seite
fir k = [n/2] ihr Maximum an und es ist

V(n)gn—l—i—l( oo V(e + > V(z’)).

T\ fn/21<i<n—1 ln/2)+1<i<n—1

Wir vermuten weiter, dass V'(n) linear wichst, auf der rechten Seite ist die durchschnitt-
liche Problemgrofie 3n/4. Da

3 /32
1224 (2 =4
+4+(4) +

ist, vermuten wir, dass V' (n) < 4n ist. Dies zeigen wir mit Induktion. Fiir n = 1 gilt die
Vermutung. Da die Funktion 4n monoton wachsend ist, erhalten wir bei Abschétzung von
V(i) durch 47 den groften Wert auf der rechten Seite von (x) fir k = [n/2]. Also folgt
nach Induktionsvoraussetzung

V(n)gn—1+l( > L+ Y 4¢)

" \n/21<i<n—1 [n/2]+1<i<n—1
=14 A= 1) = T/2([/2 = 12 = (/2] + 121 2)
o1+ % (n? = — [0/212/2 = [n/2)2/2 + [n/21/2 - Ln/2]/2)
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Es gilt
Also ist

Satz 4.8.2: Die erwartete Anzahl wesentlicher Vergleiche von Quickselect ist durch 4n
nach oben beschrankt.

In der Analyse haben wir den worst case Rang [n/2] benutzt. Wenn wir den Median
suchen, suchen wir auf der zweiten Stufe des Algorithmus héufig nicht ein Datum von
mittlerem Rang in dem dann betrachteten Teilarray. Unsere Analyse ist also zu pessi-
mistisch. Auf eine genauere Analyse wollen wir aber verzichten. Es kann gezeigt werden,
dass die erwartete Anzahl wesentlicher Vergleiche 2(1 + In2)n + o(n) &~ 3,39n ist.

4.9 Sortieren auf Parallelrechnern

Wir wollen fiir das Sortierproblem exemplarisch diskutieren, wie stark die Rechenzeit
sinken kann, wenn wir einen Parallelrechner (Multiprozessorsystem) zur Verfiigung haben,
so dass Vergleiche verschiedener Daten gleichzeitig ausgefithrt werden konnen. Da auf
diese Weise die Anzahl von Vergleichen in einem Rechenschritt durch n/2 beschréankt
ist, benotigen allgemeine Sortierverfahren in dieser Situation mindestens eine Zeit von
2logn — O(1). Die bisher bekannten Algorithmen, die eine worst case Zeit von O(logn)
garantieren, haben eine so grofle Konstante in der Rechenzeit, dass der hier vorgestellte
Algorithmus mit Rechenzeit ©(log?n) fiir praktisch relevante Werte von n schneller ist.

Eine Betrachtung der behandelten allgemeinen Sortierverfahren zeigt, dass nur Merge-
sort sich fiir die Parallelisierung anbietet. Die beiden Hélften kénnen gleichzeitig sortiert
werden. Allerdings miissen wir das Mischen zweier sortierter Folgen , parallelisieren®. Der
folgende Algorithmus, den wir nur fiir Zweierpotenzen n = 2* beschreiben, heifit Batcher-
merge (BM).

Algorithmus 4.9.1: BM(ay,...,a,;b1,...,b,), wobei a; < -+ < a, und by < --- < b,
ist.
(1) Falls n = 1, vergleiche a; und by, setze z; = min(ay, by) und zo = max(aq, by), STOP.
(2) Fallsn > 1,
(Ub c. ,Un) = BM(CLl, ag,...,0np_1; b17 bg, ce ,bnfl)

(wi, ..., wy) = BM(ag, a4, ...,a,;b2, by, ..., 0y,).
(Diese beiden BM-Aufrufe werden gleichzeitig bearbeitet.)

(3) Vergleiche v;41 und w;, 1 < i < n — 1. Diese Vergleiche werden gleichzeitig aus-
gefiihrt. Setze z; = vy, 29 = min(v;11, w;), 2ei41 = max(viq,w;), 1 < @ <
n—1, 29, = wy.
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Wegen der Auswahl der Daten in Schritt (2) wird Batchermerge auch Odd-Even-Merge
genannt.

Beim ersten Lesen deutet nichts auf die Korrektheit von Batchermerge hin. Wir betrachten
a;. In der Ausgabe sind fiir a; noch die Rangplatze j,...,7 + n moglich, das sind n 4 1
Rangpliatze. Wir zeigen nun, dass nach Schritt (2) nur noch 2 Rangplitze fir v, in
Frage kommen, und zwar 2¢ und 2¢ + 1, analog fiir w;. Dabei sollte klar sein, dass v; das
Minimum und w,, das Maximum aller Daten ist.

Wir illustrieren unseren Beweis zunéchst an einem Beispiel. Sei n = 128. Wir betrachten
das Element vgs, das 0.B.d.A. aus der a-Folge stammt. Sei dies (1) ass ((2) a101). In diesem
Fall enthélt vy, ..., vsy die Elemente aq, as, . .., as, also 16 a-Elemente (a1, as, . . ., agg, also
50 a-Elemente) und somit 68 b-Elemente und zwar by, ..., 0135 (34 b-Elemente und zwar
bl, R ,b67). Also gllt

biss < asz < bz (ber < aio1 < be).

Wir kennen nun die Groflenbeziehung von ass(aj01) zu allen bis auf ein Datum. Unklar ist
nur die Beziehung zu by36(bgg). Kleiner als agz sind mit Sicherheit 32 a-Elemente und 135
b-Elemente, zusammen 167 Elemente (100 a-Elemente und 67 b-Elemente, zusammen 167
Elemente). Also sind fiir vgs in beiden Féllen nur die Rangpliatze 168 und 169 moglich.
Das kann doch kein Zufall sein. Wir verallgemeinern unsere Uberlegungen.

Das Datum v;4; stammt aus einer der beiden Folgen, 0.B.d.A. v;41 = ag;_1. Von allen
a-Daten wissen wir, ob sie grofler oder kleiner als v;,; sind, 25 — 2 Daten sind kleiner und
n—2j+1 groBer. In der v-Folge suchen wir links und rechts von v, die néchstgelegenen b-
Daten, dies sind fiir ein m die Daten by, 1 und by,,;1. Also sind mindestens 2m—1 b-Daten
kleiner als v;11 und n — 2m grofler. Nur von bs,, ist unbekannt, ob es kleiner oder grofier
als v;41 ist. Falls b, links von v;; steht, ist nur die Lage beziiglich b, unbekannt. Falls
b1 rechts von v,y steht, ist v; 1 kleiner als alle b-Daten. Wir kénnen m sogar berechnen.
Links von v;y; stehen die a-Daten ay,...,as;_3, also j — 1 a-Daten. Daher stehen links
von v;41 noch i — 5+ 1 b-Daten, also by, ..., by2j41, d.h. m =7 — j+ 1. Wir wissen von
25 — 2 a-Daten und 2i — 25 + 1 b-Daten, dass sie kleiner als v;;; sind, dies sind 27 — 1
Daten, also ist der Rang von v;,; mindestens 2¢. Da nur noch 2 Rangplétze mdoglich sind,
ist der Rang hochstens 2¢ + 1. Damit ist Batchermerge ein korrekter Mischalgorithmus.
Es folgt die Beschreibung von Batchersort (BS).

Algorithmus 4.9.2: BS(ay,...,a,).
(1) Falls n =1, STOP.

(2) Fallsn > 1,

(bi,...,bny2) == BS(as, ..., an)

(Cl, ce >Cn/2) = BS(an/2+1, e ,an).

(Diese beiden Aufrufe werden gleichzeitig bearbeitet.)
(3) (di,...,dy) :=BM(by,...,by2:C1,. .., Cny2).

Satz 4.9.3: Batchermerge mischt zwei Folgen der Linge n = 2% mit nlog n+1 Vergleichen
auf Parallelrechnern in Zeit log n+ 1. Batchersort sortiert eine Folge der Linge n = 2 mit
tn(logn)(logn — 1) +n — 1 Vergleichen auf Parallelrechnern in Zeit $(logn)(logn + 1).
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Beweis: Sei M(n) die Anzahl der Vergleiche und PM (n) die Zeit auf Parallelrechnern,
die BS fiir das Mischen zweier Folgen der Lange n braucht. Dann gilt M (1) = PM(1) =1
und

M(n) = 2M(n/2)+n—1
PM(n) = PM(n/2)+1.

Hieraus folgt sofort die Behauptung fiir PM (n). Die Behauptung fiir M (n) folgt analog
zur Analyse von Algorithmus 1.3.3.

Sei S(n) die Anzahl der Vergleiche und PS(n) die Zeit auf Parallelrechnern fiir das Sor-
tieren einer Folge der Linge n. Dann gilt S(1) = PS(1) = 0 und

S(n) = 25(n/2)+ M(n/2) = 25(n/2) + glogg +1

PS(n) = PS(n/2)+ PM(n/2) = PS(n/2)+ logn.

Hieraus folgt leicht die Behauptung fiir PS(n). Aus der Rekursionsgleichung fiir S folgt
leicht, dass S(n) durch inlog®n beschrinkt ist. Das genaue Resultat kann mit einem
Induktionsbeweis verifiziert werden. O

Wir haben uns bisher keine Gedanken iiber die Architektur eines Parallelrechners gemacht,
der Batchersort effizient bearbeiten kann. Die eigentlichen Vergleiche werden in Schritt (3)
von Algorithmus 4.9.1 durchgefiihrt. Der Algorithmus enthélt keine if-Abfragen. Daher
kann er sogar hardwareméfig implementiert werden.

Dazu benutzen wir die Darstellung als Sortiernetzwerk. Sortiernetzwerke der Eingabelédnge
n arbeiten auf n ,,Zeilen“. Prozessor P; ist fiir die i-te Zeile verantwortlich. Zunéchst
beinhaltet er a;. Eine vertikale Verbindung zwischen den Zeilen i und j (i < j) bedeutet,
dass die Prozessoren P; und P; ihre Daten vergleichen, P; das kleinere und P; das grofiere
der beiden Daten erhilt. Am Ende muss auf Zeile ¢ das Datum mit Rangplatz ¢ stehen.

Abbildung 4.9.1 veranschaulicht Batchersort fiir n = 16.

Es féllt auf, dass eine Verbindung zwischen P; und P; nur notig ist, wenn [i — j| eine
Zweierpotenz ist. Es sind bq,...,bg und cq, ..., cg die sortierten Hélften. Zum Zeitpunkt
T sind die Folgen der Lénge 4 sortiert, bis dahin sind 3 Zeittakte vergangen, da z. B. die
nebeneinander gezeichneten Vergleiche (1,3) und (2,4) gleichzeitig erfolgen. Die Intervalle
[T, T3] und [T3, T3] laufen ebenso gleichzeitig in 2 Zeittakten ab, es folgt ein Zeittakt in
[T, Ty]. Es folgen gleichzeitig in 2 Zeittakten die Intervalle [T}, T5], [T5,T¢], (17, Ts] und
[Ts, Ty). In einem Zeittakt werden die Intervalle [T, T7] und [Ty, T10] gleichzeitig bearbei-
tet. Das Intervall [Tyg, T11] kostet einen Zeittakt. Die Rechenzeit bei Parallelverarbeitung
betriagt also

1
10 = 5 (log 16)(log 16 + 1).
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Abbildung 4.9.1: Batchersort fiir n = 16.
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5 Entwurfsmethoden fiir Algorithmen

5.1 Vorbemerkungen

Natiirlich gibt es keinen Algorithmus, um fiir ein gegebenes Problem einen effizienten
Algorithmus zu entwerfen. Andererseits sind die zu l6senden Probleme nicht so verschie-
den, dass wir téglich eine geniale Idee produzieren miissen. Die guten Ideen sollten wir
fiir wirklich neuartige Aufgaben sparen, die Alltagsprobleme sollten mit gdngigen Metho-
den effizient gelost werden. Dazu miissen wir jedoch die wichtigen Entwurfsmethoden fiir
effiziente Algorithmen kennen und eingeiibt haben. Entwurfsmethoden lassen sich nicht
definieren oder auch nur exakt abgrenzen. Statt dessen beschreiben wir die Vorgehens-
und Wirkungsweise der Methoden und wenden sie auf ausgewihlte Beispielprobleme an.
Je grofer die Ubung in der Anwendung, desto gréfer das Verstindnis der Methode. Es
soll noch darauf hingewiesen werden, dass die Abgrenzung zwischen den Methoden nicht
immer eindeutig ist und manche Algorithmen Entwurfsmethoden vermischen.

5.2 Greedy Algorithmen

Diese Methode ist auf Optimierungsprobleme anwendbar, bei denen die moglichen Losun-
gen aus mehreren Teilen bestehen. Es wird eine Losung stiickweise konstruiert. Das
néichste Losungsteil wird dabei greedy (gierig) ausgewihlt. Es wird das Teil gewéahlt, das
den Wert der Teillosung am meisten erhoht, es wird aber nicht planvoll an die Zukunft
gedacht. Es konnte ja sein, dass wir insgesamt am meisten erreichen, wenn wir nicht fiir
den Augenblick optimieren. Ein Beispiel hierfiir ist die Lebensplanung. Die Methode der
greedy Algorithmen schreibt vor, heute keine Ubungsaufgaben zu rechnen, sondern irgend
etwas viel Schoneres zu tun. Das gilt auch morgen und iibermorgen. Erfahrene Menschen
behaupten, dass die greedy Lebensplanung nicht optimal ist.

Allgemein gibt es folgende Moglichkeiten bei der Anwendung von greedy Algorithmen:

(1) Wir erhalten stets eine optimale Losung.

(2) Wir erhalten nicht immer eine optimale Losung. Die errechnete Losung weicht aber
in ihrem Wert stets nur ,,wenig® von einer optimalen Losung ab.

(3) Es kann vorkommen, dass wir sehr schlechte Losungen erhalten.

Als erstes konkretes Beispiel diskutieren wir das Geldwechselproblem. Wenn wir im Su-
permarkt das Wechselgeld erhalten, mochten wir den Betrag sicherlich nicht in lauter 1-
Cent-Miinzen ausgezahlt bekommen. Im Normalfall méchten wir den Betrag mit méglichst
wenigen Miinzen (und Scheinen) erhalten. Die Kassiererin (in den meisten Fillen) oder der
Kassierer hat also ein Optimierungsproblem zu l6sen. Sie kennt die Wertigkeiten nyg, ..., n;
der Wahrung, wobei ng, > ni_1 > --- > ny und n; = 1 ist, und den Betrag N, der zuriick-
gezahlt werden muss. Thre Aufgabe besteht darin, diesen Betrag durch moglichst wenige
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Miinzen zu realisieren. Formal sei a; die gewdhlte Anzahl von n;-Miinzen. Dann soll
ap+ -+ a
unter den Nebenbedingungen

aknk+---+a1n1=]\7

Qg, . ..,a1 > 0 und ganzzahlig

minimiert werden. Wir entwerfen einen greedy Algorithmus und betrachten die Miinzty-
pen gemaf ihrer Wichtigkeit, also ihrer Wertigkeit. Fiir jeden Miinztyp werden moglichst
viele Miinzen gewéhlt. Der Restbetrag R wird mit R := N initialisiert. Fiir ¢ =k, ..., 1
werden die a;-Werte folgendermaflen gewéhlt:

a; == |R/n;|,R:= R — a;n,.

Da ny=1 ist, ist am Ende R = 0. Der Algorithmus liefert also eine zuléssige Losung,
da die Nebenbedingungen erfiillt sind. Kassiererinnen beherrschen diesen greedy Algo-
rithmus. Er braucht Zeit O(k), aber wie gut ist die erzielte Losung? Wir betrachten
ein Miinzsystem mit nur drei Miinztypen, wobei ng = 2ny + 1 ist (z.B. ny = 1,ny =
5,n3 = 11) und den Wechselbetrag N = 3ny. Offensichtlich geniigen drei Miinzen vom
Wert ny. Der greedy Algorithmus wihlt eine Miinze mit Wert n3. Der Restbetrag be-
tragt R = 3ny — (2ng + 1) = ny — 1 und dies fiithrt dazu, dass noch ny — 1 Miinzen
vom Wert 1 gewéahlt werden. An Stelle von drei Miinzen werden ny Miinzen herausgege-
ben. Wir liegen also um einen beliebig grofien Faktor, ndmlich ns/3, neben der optimalen
Losung. Dies widerspricht unserer Lebenserfahrung mit dem greedy Algorithmus. Sowohl
fiir die alte DM-Wahrung wie auch fiir die neue Euro-Wéahrung ist das Miinzsystem so
gewihlt, dass der greedy Algorithmus stets optimale Losungen liefert (Ubungsaufgabe).
Fiir das allgemeine Miinzwechselproblem kann der greedy Algorithmus beliebig schlech-
te Losungen liefern, fiir die Miinzwechselprobleme der géngigen Wéhrungen liefert der
greedy Algorithmus jedoch sehr effizient optimale Losungen.

Eines der wichtigsten Optimierungsprobleme ist das Traveling Salesman Problem (TSP).
Gegeben sind n Orte und die Kosten ¢(4, j), um von i nach j zu reisen. Gesucht ist die
billigste Rundreise oder in der Sprache der Graphentheorie der billigste Hamiltonkreis.
Hamiltonkreise beriihren jeden Knoten genau einmal. Formal ist eine Permutation n auf
{1,...,n} gesucht, die

c(m(1),7(2)) + e(m(2), 7(3)) + - - + c(w(n — 1), 7w(n)) + c(x(n), 7(1))

minimiert. Dabei kann 0.B.d.A. 7(1) = 1 gewéhlt werden. Es stehen also (n — 1)! Permu-
tationen zur Wahl, so dass eine vollstiandige Suche exponentielle Kosten verursacht.

Wenn wir greedy eine Rundreise berechnen wollen, kénnen wir folgendermaflen vorgehen.
Wir starten an Knoten 1 und markieren die bereits erreichten Knoten. Vom zuletzt er-
reichten Knoten wéhlen wir eine billigste Kante zu einem noch nicht erreichten Knoten.
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Wenn alle Knoten erreicht wurden, wahlen wir die Kante zum Startknoten 1 zuriick. Die
Rechenzeit ist mit O(n?) linear in der Eingabeléinge.

Seic(i,i+1)=1fur1 <i<n-—1,c¢(n,1) =M fir eine groe Zahl M und c(i,j) = 2
sonst. Der greedy Algorithmus konstruiert die Rundreise 1,2,...,n — 1,n,1 mit Kosten
n+ M — 1, wahrend optimale Losungen nur Kosten n + 3 verursachen, z.B. die Rundreise
1,2,...,n—2,n,n—11

Als néchstes Problem betrachten wir das Rucksackproblem (Knapsack Problem KP).
Gegeben sind ein Rucksack und n Objekte mit Gewichten gy, ..., g, € N. Wir setzen uns
eine Gewichtsschranke G' und wollen den Rucksack optimal bepacken. Dazu schétzen wir
Nutzenwerte vy, ..., v, fiir die Objekte und kénnen unsere Aufgabe formalisieren:

Maximiere A\jvy + - -+ + AU
unter den Nebenbedingungen \; € {0,1} und
Mg+ Mg < G

Hierbei wird das i-te Objekt genau dann eingepackt, wenn \; = 1 ist.

Wenn wir gierig sind, welches Objekt packen wir dann zuerst ein? Es wéire sehr naiv,
das Objekt mit dem groffiten Nutzen zu wihlen. Das Gewicht sollte doch ebenfalls eine
Rolle spielen. Es kommt auf den Nutzen pro Gewichtseinheit an, also auf die so genannte
Effektivitat e; := v;/g;, 1 < i < n. In einem Vorbereitungsschritt (Preprocessing) werden
die Effektivitatswerte berechnet und absteigend sortiert. Nach Umnummerierung der Ob-

jekte konnen wir annehmen, dass e; > --- > ¢, ist. Dann packen wir die Objekte der
Reihe nach ein, wobei natiirlich Objekte, mit denen die Gewichtsschranke iiberschritten
wiirde, ausgelassen werden. Formal wird fiir © = 1, ..., n folgendes getan:

Falls g; < G, setze \; :=1und G := G — g;,
sonst setze A; := 0.

Die Rechenzeit fiir das Preprocessing betragt O(nlogn) und fiir den eigentlichen greedy
Algorithmus O(n). Die berechnete Losung ist offensichtlich zuléssig. Diese kann aber
beliebig schlecht sein, wie folgendes Beispiel zeigt: n =2, g1 = 1, v1 =1, g0 = G, vy =
G —1. Optimal ist Ay = 0 und Ay = 1 mit Nutzen G—1. Der greedy Algorithmus berechnet
A1 = 1 und Ay = 0 mit Nutzen 1.

An dieser Stelle soll erwiahnt werden, dass das TSP und das KP Probleme sind, fiir deren
exakte Losung keine Algorithmen mit polynomieller Rechenzeit bekannt sind. Es gibt
sogar Ergebnisse, die zu der Hypothese fithren, dass es solche Algorithmen auch gar nicht
geben kann.

Im Hinblick auf Kapitel 5.5 wollen wir ein verallgemeinertes Rucksackproblem betrachten.
Die Nebenbedingungen \; € {0, 1} werden durch \; € [0, 1] ersetzt. Da Nebenbedingungen
abgeschwicht werden (relaxter gehandhabt werden), sprechen wir auch von einer Rela-
xation des Rucksackproblems. Daher ist klar, dass der Wert einer optimalen Lésung fiir
das relaxierte Problem nicht kleiner als der Wert einer optimalen Losung fiir das eigent-
liche Rucksackproblem ist. Interpretieren konnen wir den Wert \; folgendermaflen. Wir
schneiden vom Objekt ¢ einen \;-Anteil ab und packen diesen Anteil in den Rucksack.
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Der Gewichtsbeitrag ist \;g; und es wird angenommen, dass der Nutzenbeitrag \;v; ist.
Die Grofle des Losungsraumes hat wesentlich zugenommen, dennoch kénnen wir dieses
relaxierte Problem nach dem Preprocessing, also unter der Annahme, dass e; > --- > ¢,
ist, in linearer Zeit O(n) optimal l6sen:

Berechne das maximale ¢ mit ¢; + -+ + g; < G.
Setze A\ :=1,..., A\ := 1.

Falls i < n, setze A\iy1 := (G —g1— -+ — ¢i)/Git1-
Falls 2 +1 < n, setze A\j1o:=0,..., A\, :=0.

Die Aussage iiber die Rechenzeit ist offensichtlich. Falls i = n ist, passen alle Objekte in
den Rucksack und es ist optimal, alle Objekte einzupacken. Der Algorithmus berechnet
diese Losung. Ansonsten wird die Gewichtsgrenze voll ausgenutzt. Nach dem Einpacken
der ersten ¢ Objekte ist noch Platz fiir ein Gewicht von G* := G —g; —---—g;. Mit \;1 1 =
G*/git1 18t Aix19i01 = G* und der Anteil des (i + 1)-ten Objektes ist so grof§ gewéhlt, dass
das Gesamtgewicht G betrégt. Es bleibt noch die Optimalitéit der berechneten Losung zu
beweisen.

Dazu betrachten wir ein vereinfachtes Rucksackproblem, bei dem alle Objekte das Ge-
wicht 1 haben. Dann ist es offensichtlich optimal, die G Objekte mit dem gréfiten Nutzen
einzupacken. In dem relaxierten Problem erlauben wir die Zerlegung des i-ten Objektes
in g; Teile, die jeweils Gewicht 1 und Nutzen e; haben. Der greedy Algorithmus benutzt
implizit diese Zerlegung und packt dann G Objekte mit dem gréfiten Nutzen ein. Auch
mit der Freiheit, die Objekte weiter zu zerlegen, konnen wir den Nutzen der Rucksackbe-
packung nicht steigern.

Bisher haben wir greedy Algorithmen kennengelernt, die stets optimale Losungen berech-
nen, und solche, die beliebig weit daneben liegen konnen. Wir betrachten jetzt ein Beispiel,
bei dem greedy Algorithmen nicht immer optimale, aber niemals ganz schlechte Losungen
berechnen. Das Bin Packing Problem (BPP) gehort ebenfalls zu den Problemen, fiir die
es vermutlich keine polynomiellen Algorithmen gibt. Es sind n Objekte mit den Gewich-
ten gi1,...,9, < G in moglichst wenige Kisten zu packen, deren Tragfihigkeit durch G
beschréankt ist.

Die first fit Strategie (FF) arbeitet gedanklich mit n zunéchst leeren Kisten und packt
das néchste Objekt in die Kiste mit der kleinsten Nummer, in die es passt. Am Ende
werden natiirlich die nicht benutzten Kisten ignoriert. FF lasst sich auf naive Weise in
Zeit O(n?) implementieren. Die best fit Strategie (BF) strebt dagegen an, den Platz in den
Kisten moglichst auszufiillen. Das i-te Objekt wird in die vollste Kiste gepackt, in die es
noch hineinpasst. Diese Strategie ldsst sich mit Hilfe von AVL-Béumen in Zeit O(nlogn)
realisieren.

Im folgenden bezeichnen wir fiir eine Eingabe I mit OPT(/) die minimal benétigte Anzahl
von Kisten und mit FF(/) und BF(/) die Anzahl der von den beiden Strategien benutzten
Kisten. Wir wollen unsere Strategien analysieren.

Beide Strategien haben die Eigenschaft, dass der Inhalt zweier benutzter Kisten ein Ge-
samtgewicht von mindestens G+ 1 hat. Ansonsten wéaren die Objekte in eine gemeinsame
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Kiste gepackt worden. Hieraus lassen sich die Aussagen
FF(I)/OPT(I) <2

und

BF(I)/OPT(I) < 2

recht leicht ableiten. Es sei g das Gewicht der von FF oder BF am geringsten bepackten
Kiste. Falls g > G/2 ist, sind alle Kisten mindestens halb voll und keine Strategie kommt
mit weniger als der Hilfte der Kisten aus. Falls ¢ < /2 ist und nur eine Kiste benutzt
wird, ist die Losung optimal. Ansonsten betrigt die Gesamtbelastung der FF(7) Kisten
(analog fiir BF (1))

g+ (FF(I)-1)(G—yg) = G+ (FF()-2)(G—yg)
> G+ (FF()—2)-G/2 = FF(I)-G/2

und wieder brauchen wir bei jeder Strategie mindestens FF(7)/2 Kisten, um das Ge-
samtgewicht zu verteilen. Also sind die von FF und BF berechneten Loésungen nicht
beliebig schlecht. Mit einer viel aufwéndigeren Analyse lassen sich FF(I)/OPT(/) und
BF(I)/OPT(I) sogar durch 17/10 nach oben abschétzen. Andererseits gibt es Beispiele,
tiir die

FF(I)/OPT(I) > 5/3

und

BF(I)/OPT(I) > 5/3

ist. Dies gilt nicht nur fiir , kleine Ausreifler”, wo 5 statt 3 Kisten benutzt werden, sondern
auch fiir Eingaben mit beliebig groflem Wert fiir OPT(7).

Es sei m vorgegeben. Wir betrachten n = 18m Objekte, von denen die ersten 6m Objekte
jeweils das Gewicht 19, die folgenden 6m Objekte das Gewicht 43 und die letzten 6m
Objekte das Gewicht 64 haben. Das Gewichtslimit pro Kiste sei 126. Offensichtlich ist
OPT(I) = 6m, da je ein Objekt jedes Typs eine Kiste voll ausfiillen. Die Strategie FF
und BF packen je 6 der ersten 6m Objekte in eine Kiste. Es werden also m Kisten benutzt.
Dann passen keine weiteren Objekte mehr in diese Kisten hinein. Danach werden je 2 der
folgenden 6m Objekte in eine Kiste gepackt. In keine dieser Kisten passt noch ein weiteres
Objekt. SchlieBllich wird fiir jedes der 6m folgenden Objekte eine neue Kiste benotigt. Also
gilt FF(I) =BF(I) = 10m.

Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass sich ein Preprocessing lohnt. Die Objekte werden dabei
so umnummeriert, dass ¢g; > --- > g, gilt. Es ist sicher besser, die grolen Objekte zuerst
einzupacken, da sie potenziell die grofiten Probleme verursachen. Die resultierenden Stra-
tegien heifen FFD und BFD (D = decreasing) und die folgenden Aussagen lassen sich
beweisen:

W:FFD()g%O T(I) +4,
VI: BFD(I) < JOPT(I) +4
vm 31 : OPT(I ) > m und FFD(I) = BFD(I) = ¥ OPT(I).
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Im worst case haben FF und BF dasselbe Verhalten, ebenso FFD und BFD. Typischer-
weise sind aber die BF-Varianten den FF-Varianten iiberlegen.

Als letztes Beispiel betrachten wir den Algorithmus von Kruskal zur Berechnung mini-
maler Spannbdume (eigentlich: aufspannender Biume). Dieser greedy Algorithmus liefert
stets optimale Losungen, aber der Beweis, dass dies so ist, ist nicht trivial. Dariiber hinaus
lernen wir eine Anwendung der Datenstrukturen fiir Partitionen kennen.

Ein Spannbaum auf einem ungerichteten zusammenhéngenden Graphen G = (V| F) ist
ein Baum mit Knotenmenge V' und einer Kantenmenge £’ C E. Wenn wir eine Kosten-
funktion ¢ : £ — R™ haben, sind die Kosten eines Spannbaumes gleich der Summe der
Kosten seiner Kanten. Schliefilich ist ein minimaler Spannbaum ein Spannbaum mit mini-
malen Kosten. Dieses Problem hat viele Anwendungen, da es ein zentrales Problem ist, auf
kostengiinstigste Weise Objekte wie Stéadte oder Rechner zu verbinden. Wie wir es schon
gewohnt sind, sortieren wir zunéchst die Kanten nach steigenden Kosten. Danach wéahlen
wir Kanten, bis wir einen Spannbaum erhalten haben. Eine Kante darf nicht gewéhlt
werden, wenn ihre Endpunkte durch die bereits gewéhlten Kanten durch einen Weg ver-
bunden sind. Die Kante wiirde ja einen Kreis produzieren und Kreise sind in Baumen
verboten. Da der zugrundeliegende Graph zusammenhéngend ist, erzeugt dieser Algorith-
mus stets einen Spannbaum. Beim Beweis, dass dieser Spannbaum minimal ist, miissen
wir vorsichtig sein. Schliellich hat ein &dhnlicher Ansatz beim TSP nicht zu optimalen
Rundreisen gefithrt. Kernstiick des Korrektheitsbeweises ist das folgende Lemma.

Lemma 5.2.1: Sei V7, ...,V eine disjunkte Zerlegung der Knotenmenge V' und sei 7; ein
Spannbaum auf V;, 1 <i < k. Sei e = (v, w) eine Kante zwischen zwei Mengen V; und V;
mit ¢ # j, die unter allen Kanten zwischen verschiedenen Mengen minimale Kosten hat.
Unter allen Spannbaumen auf V| die die Kanten aus 77, ..., 7T}, enthalten, gibt es einen
billigsten Spannbaum, der neben T}, ..., T} auch e enthélt.

Beweis: Sei T' ein Spannbaum, der T7,...,T, aber nicht e enthélt. Wir beweisen das
Lemma, indem wir einen Spannbaum 7" konstruieren, der 77,...,7T; und e enthilt und
nicht teurer als 7" ist.

Es entstehe T aus T durch Hinzufiigung von e. Damit entsteht in 7" ein Kreis, auf dem
e liegt. Da e die Komponenten V; und V; verbindet, muss auf dem Kreis eine weitere
Kante ¢’ # e liegen, die zwei verschiedene Komponenten V; und V;., [ # r, verbindet. Nach
Voraussetzung ist ¢(e’) > c(e). Es entstehe 7" aus 7" durch Streichung von ¢’. Dann gilt

(T = ¢(T) + c(e) — c(e') < ¢(T).
T’ ist kreisfrei, da der einzige Kreis in 7" aufgebrochen wurde. T spannt V' auf, da die

Kante ¢’ durch einen Weg ersetzt wurde, der den Rest des Kreises enthélt. O

Mit diesem Lemma folgt die Korrektheit des Algorithmus von Kruskal. Zu jedem Zeit-
punkt wird eine Kante hinzugefiigt, die nach Lemma 5.2.1 fiir einen minimalen Spannbaum
gewahlt werden darf.

Wie aber implementieren wir den Test, ob eine Kante gewihlt werden darf? Wir ver-
walten die Zusammenhangskomponenten des Graphen, der die bereits gewéhlten Kanten
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enthélt. Daher starten wir mit n einelementigen Mengen. Wenn wir die Kante e = (v, w)
wéhlen wollen, miissen wir testen, ob v und w in verschiedenen Mengen, die ja die Zusam-
menhangskomponenten darstellen, liegen. Dies ist der Test, ob FIND(v) # FIND(w) ist.
Wenn dieser Test positiv ausgeht, miissen die Mengen FIND(v) und FIND(w) vereinigt
werden (eine UNION-Operation). Der Algorithmus kann abbrechen, wenn n — 1 Kanten
ausgewahlt worden sind. Daher ist es giinstiger, die Kanten beziiglich ihrer Kosten in ei-
nem Min-Heap zu verwalten. Wenn von den m Kanten nur m* betrachtet werden, geniigen
O(m+m*logm) Operationen, um die m* billigsten Kanten zu berechnen. Dariiber hinaus
werden dann n — 1 UNION-Operationen und 2m* FIND-Operationen durchgefiihrt.

5.3 Dynamische Programmierung

Wir beschreiben die Methode der dynamischen Programmierung erst nach der Diskussion
eines Beispielproblems. Wir wollen binédre Suchbaume als statische Datenstruktur verwen-
den, in der n Daten unter den Schliisseln S; < --- < S,, abgespeichert werden sollen. Im
Gegensatz zu Kapitel 3 sind die Zugriffswahrscheinlichkeiten bekannt:

— mit Wahrscheinlichkeit p; > 0,1 <17 < n, wird auf das ¢-te Datum zugegriffen und

— mit Wahrscheinlichkeit ¢; > 0,0 < j < n, wird nach einem Schliissel S mit S; <
S < S (S <8y, falls j =0,85, < 8, falls j = n) gesucht.

Das Ziel besteht darin, die erwartete (oder durchschnittliche) Suchzeit zu minimieren.
Wenn der Suchpfad zu S; genau l; Knoten enthélt (die Tiefe ist dann [; — 1), betrigt die
Suchdauer fiir S; genau [; (siehe auch Abbildung 5.3.1). Wenn der Suchpfad zum nil-Zeiger,
der den Bereich (5}, 5;41) ((—o0,S1), falls j = 0,und (S, 00), falls j = n) charakterisiert,
genau m; innere Knoten enthélt, betragt die Suchzeit fiir diesen Bereich m;. Die erwartete
Suchzeit des zugehorigen bindren Suchbaumes 7' ist dann definiert durch

1<i<n 0<j<n

Um einen optimalen bindren Suchbaum zu berechnen, ist folgende Erkenntnis wichtig.
Jeder Teilbaum ist wieder ein bindrer Suchbaum. Wie konnen wir die erwartete Suchzeit
eines bindren Suchbaumes T', dessen Wurzel Sy enthélt und dessen Teilbdume T und 15
sind, iiber die erwarteten Suchzeiten von 77 und 75 ausdriicken? Die Wahrscheinlichkeit,
dass wir den Baum 77 erreichen, betrigt

P(Th) = Z pi + Z 4,

1<i<k—1 0<j<k—1
analog ist

k+1<i<n k<j<n
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(—00,81)  (51,52) @ (S4,00)

(52,53)  (S3,54)

Abbildung 5.3.1: Ein binédrer Suchbaum 7' fiir n = 4 mit
l1:2,l2:1,l3:3,l4:2,m0:2,m1:2,m2:3,m3:3undm4:2.

Die Wahrscheinlichkeit, nach .S; in 77 zu suchen, ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit und
damit der Quotient aus der Wahrscheinlichkeit, S; zu suchen, und der Wahrscheinlichkeit,
in T7 zu suchen. Also betragen die bedingten Zugriffswahrscheinlichkeiten in 77

pi = pi/p(T1),1 <i<k—1, und ¢ := ¢;/p(T1),0 < j <k — 1,
und in 75
Pl =pi/p(Ta),k+1 <14 <n, und qj = q;/q(T2), k < j < n.

Wir kénnen nun die erwartete Suchzeit folgendermaflen aufteilen. Mit Sicherheit wird der
gesuchte Schliissel S mit dem Schliissel an der Wurzel Sy, verglichen (dies ergibt einen Sum-
manden von 1), mit Wahrscheinlichkeit p(7}) wird 7} erreicht, wo die erwartete Suchzeit
E(Ty) (beziiglich der Wahrscheinlichkeiten p} und ¢}) betrégt, und mit Wahrscheinlichkeit
p(Ty) wird Ty erreicht, wo die erwartete Suchzeit F(T,) betrigt. Also gilt

E(T) =1+p(Th) - E(Ty) + p(T2) - E(T3).

Fiir unsere Rechnung ist es unangenehm, die neuen Wahrscheinlichkeiten wie p) auszu-
rechnen. Es féllt jedoch auf, dass der Nenner, p(77) oder p(T»), wegféllt, wenn wir vorab
mit den Vorfaktoren, ndmlich auch p(77) und p(73), multiplizieren. Daher definieren wir
die relativen Kosten C'(7T") von Bédumen T, wobei wir die Suchzeiten in den Teilbdumen
mit den a-priori Wahrscheinlichkeiten (an Stelle der bedingten Wahrscheinlichkeiten) ge-
wichten. In Abbildung 5.3.1 sei 7™ der Teilbaum, dessen Wurzel den Schliissel S4 enthilt.
Dann ist
C(T™) = 2p3 + ps + 2¢2 + 2q3 + qu.

Da fiir den Gesamtbaum C(7') = E(T) ist, konnen wir unsere Aufgabe dahingehend
dndern, C(T") zu minimieren. Sei

pi,j) =pit - 4P+t g, l<i<j<n
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Dann gilt fiir einen Suchbaum 7" auf den Schliisseln 5;, ..., S; mit den Teilbdumen 7} und
T
C(T) = p(i,j) + C(T1) + C(13).

Wir kénnen jetzt einen rekursiven Algorithmus entwerfen, wobei wir mit C(i, j) die mi-
nimalen Kosten eines bindren Suchbaumes mit den Schliisseln S;, ..., S; bezeichnen.

Da 1l <1 < 75 < nist, haben wir es mit (g) +n < n? Problemen zu tun, wobei wir
eigentlich nur an C'(1,n) interessiert sind. Offensichtlich ist
C(i,1) = p(i, 1)

und wir setzen C(i,7 — 1) = 0 fiir Teilbdume, die nur einen nil-Zeiger reprisentieren. Fiir
das Problem (1,n) haben wir n Moglichkeiten, den Schliissel an der Wurzel zu wéhlen.
Wenn wir Sy, wahlen, miissen wir C(1,k—1) und C'(k+1,n) berechnen, um die optimalen
Kosten aller bindren Suchbdume mit Wurzel S; zu erhalten. SchliefSlich wahlen wir unter
diesen Suchbdumen denjenigen mit den geringsten Kosten. Was kénnen wir zur Rechenzeit
R(n) fiir Probleme mit n Schliisseln sagen? Wir unterschitzen die Kosten, wenn wir
R(0) = R(1) = 0 setzen und fir die Auswahl der besten Losungen nach Losung aller
Teilprobleme Kosten n — 1 veranschlagen. Dann ergibt sich

Rn)y=n—-1+ > (R(i—1)+ R(n—1))

1<i<n
und insbesondere R(2) = 1 und fiir n > 3
R(n) > 2R(n —1)

und damit
R(n) > 2",

Selbst diese grobe Abschétzung zeigt, dass die Rechenzeit des rekursiven Algorithmus ex-
ponentiell ist. Rekursion bietet stets die Gefahr der wiederholten Bearbeitung derselben
Teilprobleme. Wir haben ja gesehen, dass es weniger als n? Teilprobleme gibt. Anderer-
seits zeigt unsere Analyse, dass der Algorithmus mindestens 2”2 Teilprobleme 16st, also
manche Teilprobleme exponentiell oft.

Die Methode der dynamischen Programmierung vermeidet dies, indem sie die Probleme
iterativ nach wachsender Gréfle und damit nur einmal 16st. Der Rechenzeitgewinn geht
auf Kosten des Speicherplatzes, da wir uns die Losungen fiir die Teilprobleme merken.
In unserem Fall legen wir uns eine Tabelle T'(7,7),1 < i < j < n, fiir alle Teilprobleme
an und wollen dort die optimalen Kosten C(i,5) und den Schliissel S(i, 7) in der Wurzel
eines optimalen Suchbaumes abspeichern. Die optimalen Kosten C(1,n) finden wir dann
in 7(1,n). AuBlerdem wissen wir, dass wir einen optimalen Suchbaum mit einer Wurzel
beginnen konnen, die S(1,n) enthélt. Falls S(1,n) = Sy ist, finden wir einen optimalen
Schliissel fiir den linken Teilbaum in S(1,k — 1) und einen optimalen Schliissel fiir den
rechten Teilbaum in S(k + 1,n). Auf diese Weise konnen wir, nachdem alle Teilproble-

me gelost sind, einen optimalen bindren Suchbaum in O(n) Schritten berechnen. Da fiir
Suchbédume auf 5;,...,S;

C(T) = p(i, ) + C(Th) + C(T2)
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ist, miissen Teilbdume optimaler bindrer Suchbdume ebenfalls optimal sein. Daher gilt
allgemein

C(i,5) = p(i,j) + min{C(i,k — 1)+ C(k+1,5)|i < k < j}.

Diese Gleichung, mit der der Wert einer optimalen Losung eines Problems als einfache
Funktion der Werte optimaler Losungen von kleineren Problemen ausgedriickt wird, heifit
bellmansche Optimalitéitsgleichung. Sie zu entdecken, ist das Kernstiick bei der Entwick-
lung von Algorithmen, die der Methode der dynamischen Programmierung folgen. In
unserem Fall 16sen wir die Probleme nach wachsendem j — ¢. Dann sind bei der Betrach-
tung des (i, j)-Problems die Werte C'(i,k —1) und C(k+1,5),i < k < j, bereits bekannt.
Also kann C(i,7) in Zeit O(n) berechnet werden und ein £*, fiir das die rechte Seite der
bellmanschen Optimalitdtsgleichung minimal ist, als S(, j) abgespeichert werden. Da wir
weniger als n? Teilprobleme betrachten, betréigt die Gesamtrechenzeit O(n?).

Satz 5.3.1: Optimale statische bindre Suchbdume zu gegebenen Zugriffswahrscheinlich-
keiten py, ..., Pn,qo, - - - > ¢, kOnnen in Zeit O(n?) berechnet werden.

Die Methode der dynamischen Programmierung ist fiir Probleme vom so genannten In-
tervalltyp gut geeignet. Dabei ist die Grundmenge ein Intervall wie hier [0,n] und alle
Teilprobleme beziehen sich auf Teilintervalle [z, j]. Schliefllich kann ein Problem effizient
gelost werden, wenn die Probleme fiir die echten Teilintervalle bereits gelost sind. Wir
wollen die Methode der dynamischen Programmierung auch auf andere Problemtypen
anwenden und beginnen mit dem Rucksackproblem. Wie kénnen wir ein Rucksackpro-
blem sinnvoll einschranken? Wir kénnen nur die ersten k der n Objekte betrachten, aber
was niitzt uns eine optimale Losung des so eingeschrinkten Rucksackproblems fiir die
Losung des Problems mit k + 1 Objekten? Der entsprechende Trick besteht darin, die
Anzahl der Objekte und die Gewichtsschranke zu variieren.

Es sei R(k,g) fur k € {1,...,n} und g € {0, ..., G} das eingeschrinkte Rucksackproblem
mit £ Objekten, deren Gewichte gy, ..., g und deren Nutzenwerte vy, ..., v, betragen und
bei dem das Gewichtslimit g betragt. Wir legen eine Tabelle T'(k, g),1 < k <n,0 < ¢ < G,
an, wobei wir an der Position T'(k,g) mit F(k,g) den optimalen Nutzen im Problem
R(k,g) und mit D(k,g) eine optimale Entscheidung iiber das k-te Objekt abspeichern
wollen. Es soll D(k,g) = 1 sein, wenn es in R(k,g) optimal ist, Objekt k einzupacken,
und D(k, g) = 0 sonst. Dann ist schlielich F'(n, G) der Wert einer optimalen Rucksackbe-
packung. Eine optimale Bepackung selber erhalten wir folgendermafien. Falls D(n,G) =0
ist, packen wir Objekt n nicht ein. Wir haben es dann mit dem Problem R(n — 1,G) zu
tun und finden die Entscheidung tiber Objekt n — 1 in D(n — 1,G). Falls D(n,G) = 1
ist, packen wir Objekt n ein. Damit ist das fiir die ersten n — 1 Objekte erlaubte Ge-
wichtslimit nur noch G — g, und wir haben es mit dem Problem R(n — 1,G — g,) zu
tun. Nach Berechnung der Tabelle kénnen wir also eine optimale Rucksackbepackung in
Zeit O(n) berechnen. Auch fiir die Berechnung der Tabelle haben wir bereits die entschei-
denden Ideen diskutiert. Wir legen zunéchst sinnvolle Randwerte fest. Diese Randwerte
dienen nur dazu, umstéandliche Fallunterscheidungen zu vermeiden. Es sei F'(k, g) = —oo0,
falls g < 0. In diesem Fall haben wir das Gewichtslimit {iberschritten und der Wert der
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Bepackung ist —oo. Auflerdem ist F'(k,0) = 0 und D(k,0) = 0, da wir bei Gewichts-
limit 0 nichts einpacken diirfen. Schlielich ist fiir ¢ > 0 auch F(0,g) = 0, da wir gar
kein Objekt zum Einpacken haben. Wir kommen nun zum Normalfall mit 1 < k£ < n
und 1 < g < G. Das Objekt kénnen wir einpacken oder nicht einpacken. In jedem Fall
erhalten wir ein eingeschranktes Rucksackproblem, das wir optimal l6sen sollten. Die ein-
geschrinkten Probleme sind R(k — 1,9 — gx), wobei wir uns den Nutzen vy des k-ten
Objektes bereits gesichert haben, und R(k — 1,¢). Also ist

F(k7g) = maX{F(k - 179 - gk) + UkaF(k - 1,9)}

Auflerdem ist D(k,g) = 1, falls F(k— 1,9 — gx) + v, > F(k —1,g) ist, und D(k,g) =0
sonst. Wir kénnen die Tabelle also zeilenweise fiillen, wobei jeder neue Tabelleneintrag in
Zeit O(1) berechnet werden kann.

Satz 5.3.2: Das Rucksackproblem kann in Zeit O(nG) gelost werden.

Dies ist eine ungewohnliche Rechenzeit. Ist sie polynomiell? Nein, denn die Rechenzeit
muss auf die Lange (genauer die Bitlange) der Eingabe bezogen werden. Wenn alle Zahlen
in der Eingabe nicht grofler als 2™ sind und G = 2™ ist, dann ist die Lénge der Eingabe
©(n?) und die Rechenzeitschranke von der Gréfienordnung n2" und damit exponentiell
in der Eingabelinge. Wenn aber alle Zahlen in der Eingabe nicht grofler als n? sind, liegt
die Eingabeldnge im Bereich Q(n) und O(nlogn) und die Rechenzeit O(n?) ist polyno-
miell. Fiir polynomiell in n kleine Gewichtswerte erhalten wir also einen polynomiellen
Algorithmus.

Rechenzeiten, die exponentiell sein kénnen, aber bei polynomiell kleinen Zahlen in der
Eingabe polynomiell sind, heiflen pseudopolynomiell.

Schlielich behandeln wir noch das klassische all-pairs-shortest-paths-(APSP-) Problem.
Wir haben n Orte (mit 1,...,n bezeichnet) und eine Kostenmatrix C' = (¢(7, j)), wobei
¢(i,7) > 0 die Kosten der direkten Verbindung von i nach j angibt. Dabei ist ¢(i,7) = 0 und
Werte c(i, j) = 0o zeigen an, dass eine direkte Verbindung nicht existiert. Wir méchten nun
die Distanzen d(i,j) eines kostengiinstigsten Weges von i nach j berechnen. Auflerdem
soll N(i,7) den zweiten Knoten (Nachfolger) auf einem kostengiinstigsten Weg von i
nach j angeben. Auf diese Weise miissen nicht n? Pfade abgespeichert werden, die ©(n?)
Knoten enthalten kénnen, sondern nur ©(n?) Knotennummern. Hier bezeichnen wir mit
di(i,j) die Kosten eines optimalen Weges von i nach j, wenn alle Zwischenorte (aufler
dem Startpunkt ¢ und dem Zielpunkt j) aus der Menge {1, ..., k} stammen miissen, und
mit N (i, 7) den zugehorigen Nachfolger. Fiir £ = 0 sind alle Zwischenorte verboten. Also
ist
do(i,j) = C(iaj)
und
Noli, j) = J.

Da alle c-Werte nichtnegativ sind, konnen Kreise die Kosten nicht senken und wir kénnen
uns auf kreisfreie Wege beschrénken. Wir nehmen nun an, dass alle Werte di(7,j) und
Ny (i, 7) bereits bekannt sind. Um dy1(7,j) und Ni4q(7,j) zu berechnen, miissen wir nur
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entscheiden, ob der Ort k+ 1 auf einem kostengiinstigsten Weg liegt oder nicht. Im ersten
Fall zerfillt der Weg in den Weg von ¢ nach k + 1 und den Weg von k + 1 nach j. Auf
beiden Teilwegen kommt der Ort k 4 1 als Zwischenort nicht vor und wir kénnen auf die
bereits berechneten Werte zuriickgreifen. Es folgt die bellmansche Optimalitédtsgleichung

Falls di(i,7) < dip(i,k + 1) + dp(k + 1, j) ist, konnen wir
Nk+1(i7j> - Nk(lv.])

setzen und ansonsten
Niy1(i,7) = Ni(i, k + 1).

Wir behandeln n? Tabelleneintriige (di(7,7), Ni(i,5)),1 < 4,7,k < n, und jeder Eintrag
lasst sich in Zeit O(1) aus den Eintrdgen mit kleineren k-Werten berechnen.

Satz 5.3.3: Das APSP-Problem kann in Zeit O(n?®) gelést werden.

Ob wir die Methode der dynamischen Programmierung anwenden konnen, hingt also
davon ab, ob wir das Problem so einschranken konnen, dass wir die Losung eines Teil-
problems effizient aus den Losungen , kleinerer® Probleme erhalten (bellmansche Optima-
litatsgleichung).

5.4 Der Algorithmus von Dijkstra

Wie beim APSP-Problem ist eine Kostenmatrix C' = (¢(4, 5)) mit ¢(i,i) = 0 vorgegeben.
Beim single-source-shortest-paths-(SSSP)-Problem sind wir nur an den kiirzesten Wegen
von einem Ort s (dem Startort oder source) zu allen anderen Orten i interessiert. Die
zu berechnende Information soll aus den Werten d(i), der Kosten optimaler Wege von s
nach ¢, und V (i), den vorletzten Ort auf einem optimalen Weg von s nach i, bestehen.
Wir konnen dann wieder optimale Wege von s nach ¢ effizient rekonstruieren. Natiirlich
ist eine Losung in Zeit O(n3) mit dem Algorithmus zur Losung des APSP-Problems
moglich. Es ist nicht ersichtlich, wie dieser Algorithmus wesentlich beschleunigt werden
kann, wenn nur das SSSP-Problem geltst werden soll. Der Algorithmus von Dijkstra
wahlt einen anderen Ansatz und ist dadurch fiir das SSSP-Problem wesentlich effizienter.
Wir diskutieren diesen Algorithmus hier, da das behandelte Problem von grundlegender
Bedeutung ist. Der Algorithmus von Dijkstra folgt allerdings keiner einzelnen Methode
zum Entwurf effizienter Algorithmen. Wir werden aber feststellen, dass er Ideen von greedy
Algorithmen ebenso adaptiert wie Ideen der dynamischen Programmierung.

Wir werden die d(i)- und V' (i)-Werte in einer Reihenfolge iy, ..., 4, der Orte berechnen,
so dass d(iy) < -+ < d(iy) ist. Dies ist in gewisser Weise ein greedy Ansatz (erst den
nichsten Ort, dann den zweitnéchsten Ort, ...). Andererseits werden wie bei der dy-
namischen Programmierung eingeschrinkte Probleme behandelt. Nach der Lésung des
k-ten eingeschrinkten Problems kennen wir die Menge A(k) der k Orte mit der klein-
sten Distanz von s (zur Vereinfachung verwenden wir bestimmte Artikel, obwohl mehrere
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Orte dieselbe Distanz von s haben kénnen) und fiir jeden Ort ¢ & A(k) kennen wir die
Lénge dj (i) eines kostengiinstigsten Weges von s nach i, wobei der Weg nur iiber Orte aus
A(k) fithren darf. Dabei sei N (i) der vorletzte Knoten auf so einem Weg. Das Besondere
ist, dass sich das Aussehen der eingeschrankten Probleme erst im Laufe des Algorithmus
ergibt. Die Menge A(k) ist vorab nicht bekannt.

Die Initialisierung fiir £ = 1 ist einfach. Der Ort s liegt zu sich selbst am néchsten. Also
setzen wir

— A(1) :=={s},d(s) = 0, N(s) = nil (der Weg hat Lénge 0),
— fiir i ¢ A(1) : d1(3) = c(s,1), N1(7) = s.

Wir nehmen nun an, dass A(k), d(i) und N(i) fir ¢ € A(k) und di(i) und Ng(i) fiir
i ¢ A(k) bekannt sind. Welchen Ort fiigen wir zu A(k) hinzu, um A(k + 1) zu erhalten?
Es sei j der Ort mit minimalen dj-Wert, also insbesondere j ¢ A(k). Jeder Weg von s zu
j startet in s und damit in A(k) und endet in j und damit auBerhalb von A(k). Sei (vy =
s,v1,...,u = j) ein kostengiinstigster Weg von s zu j und sei (v;, v;11) die erste Kante auf
diesem Weg mit v; € A(k) und v;41 € A(k). Dann betragen nach unserer Konstruktion
die Kosten des Teilweges von vy zu v; 41 bereits mindestens dy(v;41) und nach Wahl von
J ist dg(viy1) > di(7). Damit gibt es keinen kostengiinstigeren Weg von s nach j als den
mit Kosten d(j), der innerhalb von A(k) zu Ny (j) verlauft und dann direkt zu j. Analog
konnen wir fiir alle anderen j’ € A(k) zeigen, dass d(j') > min{di(m)|m & A(k)} > di(j)
ist. Damit kénnen wir A(k) um j zu A(k + 1) ergénzen:

— Ak +1) = A(k) U {7}, d(j) = di(5), N () = Ni(j)-

Nun miissen wir fiir i« ¢ A(k + 1) die Werte dj41(7) und Ni41(7) berechnen. Wir haben
j als neuen zuldssigen Zwischenort zur Verfiigung. Hier kehren wir zu den Ideen der
dynamischen Programmierung zuriick. Wir haben die Mdéglichkeit, den Zwischenort j zu
ignorieren (in diesem Fall gehoren zu den kostengiinstigsten Wegen die Informationen
di(7) und N (7)) oder den Zwischenort j zu wihlen. Dann ist es sicher optimal, einen
kostengiinstigsten Weg von s nach j zu wéhlen und danach nicht wieder zu einem Ort
j" in A(k) zuriickzukehren (da d(j') < d(j), hitten wir dann j als Zwischenort nicht
gebraucht). Also endet der Weg mit der Kante (7, ¢) und die Kosten betragen d(j)+c(j,1).
Wir erhalten die bellmansche Optimalitédtsgleichung

dr+1(i) = min{dy(i),d(7) + c(j,)}.
Falls dj, (i) < d(j) + c(j, ) ist, setzen wir
N1 (@) = Nig(i)

und ansonsten
Ni1(i) = J.
SchlieBlich ist A(n) = {1,...,n} und wir haben die gewiinschten Informationen beisam-

men. Es ist leicht zu sehen, dass beim Ubergang von A(k) zu A(k 4 1) die Zeit O(n)
ausreicht. Folgendes ist durchzufiihren:
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— Berechnung eines Ortes j mit minimalem d;-Wert.

— Berechnung von A(k + 1), d(j) und N(j) (hierfir reicht Zeit O(1), da A(k) nicht
mehr gebraucht wird).

— Berechnung von dy (i) und Nyyq(3), i € A(k+ 1).
Satz 5.4.1: Der Algorithmus von Dijkstra 16st das SSSP-Problem in Zeit O(n?).

Diese Rechenzeit ist linear in der Eingabelénge. In vielen Féllen gibt es nur wenige direkte
Verbindungen und wir haben einen gerichteten Graphen durch Adjazenzlisten gegeben,
wobei fiir jede Kante auch die Kosten gegeben sind. Dann lédsst sich die Effizienz des
Algorithmus von Dijkstra steigern. Zunéchst bemerken wir, dass wir die di- und Np-
Werte nicht mehr brauchen, wenn wir die dj ;- und N, ,-Werte berechnet haben. Also
konnen wir die alten Werte tiberschreiben. Wenn A(k + 1) = A(k) U {j} ist, gilt aber
di+1(7) = di(i) und Niy1(i) = Ni(i) fiir alle Orte i ohne Kante (j,7). Also miissen wir
nur die Adjazenzliste von j durchlaufen und die Parameter fiir die dort vermerkten Orte
aktualisieren. Bei insgesamt m Kanten lédsst sich damit die Berechnung aller dp- und N-
Werte in Zeit O(m) durchfithren. Die Aktualisierungen der A-Mengen und die Berechnung
der d- und N-Werte kostet insgesamt Zeit O(n). Dabei konnen wir eine doppelt verkettete
Liste aller Orte auflerhalb von A(k) fithren, wobei wir auf Ort j in der Liste direkt zugreifen
kénnen und daher Ort j in Zeit O(1) aus der Liste entfernen konnen. Die Rechenzeit sinkt
also auf O(n+m) zuziiglich der Berechnung der Orte mit minimalem d;-Wert. Dies kostet
aber n — k — 1 Vergleiche, 1 < k <n — 1, und damit bei dieser Vorgehensweise insgesamt
Zeit ©(n?). Dies lisst sich durch den Einsatz geeigneter Datenstrukturen verbessern. Wir
benétigen ein Array, um iiber den Ortsnamen ¢ auf den aktuellen dy(i)-Wert zugreifen zu
kénnen. Die dj(i)-Werte werden in einem Min-Heap verwaltet, so dass der minimale Wert
an der Wurzel steht und auch effizient entfernt werden kann. Wenn der dj(i)-Wert durch
einen neuen dj1(7)-Wert iiberschrieben wird, ist der neue Wert hochstens kleiner. Es ist
nun einfach, diesen Wert im Heap aufsteigen zu lassen, bis die Heapeigenschaft an allen
Stellen wieder hergestellt ist. Zur Initialisierung des Heaps geniigen O(n) Operationen
und jede Aktualisierung eines Wertes ist in Zeit O(log n) moglich. Es kommt zu héchstens
m Aktualisierungen. (Die Einzelheiten dieser Datenstrukturen werden in den Ubungen
behandelt.)

Satz 5.4.2: Der Algorithmus von Dijkstra kann das SSSP-Problem in Zeit O(n+mlogn)
16sen, wenn er auf gerichteten Graphen mit n Knoten und m Kanten, die durch Adja-
zenzlisten beschrieben sind, arbeitet.

Wenn wir nur an einem minimalen s-t-Weg interessiert sind, konnen wir den Algorithmus
von Dijkstra abbrechen, wenn d(t) und N (t) berechnet sind.

5.5 Branch-and-Bound Algorithmen

Branch-and-Bound Algorithmen sind heuristische Optimierungsverfahren, die bei genii-
gend langer Rechenzeit die Berechnung einer optimalen Lsung sichern, aber fiir die Re-
chenzeit keine gute Garantie liefern. Heuristisch bedeutet dabei, dass wir hoffen in vielen
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Féllen mit einer kleinen Rechenzeit zum Ziel zu gelangen. Ein zusétzlicher Vorteil besteht
darin, dass bei vorzeitigem Abbruch des Algorithmus fiir die bis dahin beste berechnete
Losung eine Schranke fiir den Abstand des Wertes dieser Losung vom optimalen Wert
geliefert wird. Hierbei unterscheiden wir Losungen wie Touren beim TSP vom Wert der
Losung wie der Lénge einer Tour.

Wir beschrianken uns auf Optimierungsprobleme mit einer endlichen Anzahl méoglicher
Losungen und nehmen an, dass der Wert einer Losung effizient berechnet werden kann
(wie z.B. beim TSP, KP oder BPP). Die folgende Beschreibung bezieht sich auf Maximie-
rungsprobleme, da wir spéter als Beispiel das Rucksackproblem diskutieren wollen. Bei
einer Ubertragung auf Minimierungsprobleme miissen wir darauf achten, dass eine untere
Schranke fiir den optimalen Wert eines Maximierungsproblems einer oberen Schranke fiir
den optimalen Wert eines Minimierungsproblems , entspricht®.

Sei also nun ein Maximierungsproblem gegeben. Wir beschreiben die Module eines Branch-
and-Bound Algorithmus und ihr Zusammenspiel.

Upper Bound Modul

Es soll effizient eine (moglichst gute) obere Schranke U fiir den Wert einer optimalen
Losung berechnet werden. Oft konnen dabei Relaxationen des gegebenen Problems be-
trachtet werden. Bei Optimierungsproblemen gibt es meistens Nebenbedingungen, die das
Problem erst schwierig machen. Wenn wir diese Bedingungen abschwéchen (das Problem
srelaxter” sehen), erhalten wir hiufig ein effizient zu lésendes Optimierungsproblem. Da
nun mehr Losungen erlaubt sind, darunter alle Losungen des gegebenen Problems, ist der
Wert einer optimalen Losung des relaxierten Problems (bei Maximierungsproblemen) eine
obere Schranke fiir den Wert einer optimalen Lsung des eigentlichen Problems.

Lower Bound Modul

Es soll effizient eine (moglichst gute) untere Schranke L fiir den Wert einer optimalen
Losung berechnet werden. Greedy Algorithmen liefern zuléssige Losungen und der Wert
jeder zuldssigen Losung ist (bei Maximierungsproblemen) eine untere Schranke fiir den
Wert einer optimalen Losung. Es héngt stark vom Problem ab, wie gut die durch greedy
Algorithmen berechneten Losungen sind.

In jedem Fall ist der Wert der berechneten Losung maximal U — L vom Wert einer
optimalen Losung entfernt. Wenn uns U — L klein genug erscheint, kénnen wir die Suche
abbrechen und haben eine ,,geniigend gute® Losung erhalten. Ist U = L, haben wir sogar
eine optimale Losung gefunden. Wir gehen nun davon aus, dass U — L > 0 ist und wir an
einer garantiert optimalen Losung interessiert sind. Natiirlich kann die berechnete Losung
naher als U — L am Optimum liegen und sogar optimal sein. Um eine optimale Lésung mit
einer Garantie der Optimalitdt zu haben, miissen wir im Fall U — L > 0 noch arbeiten.
Dazu wird das Problem zerlegt.

Branching Modul

Es werden Teilprobleme vom selben Typ erzeugt. Dabei ist ein Teilproblem P’ von P
ein Problem, bei dem die Menge zuldssiger Losungen eine echte Teilmenge der Menge
zulédssiger Losungen von P ist und jede zuldssige Losung in P’ denselben Wert wie in
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P hat. Giinstig ist es, wenn die Teilprobleme (in einem vagen Sinn) gleich , grof8“ und
gleich ,,schwer® sind, so dass die Teilprobleme , kleiner* und daher ,leichter” sind. Eine
Zerlegung in moglichst wenige Teilprobleme ist vorzuziehen.

Alle unzerlegten Teilprobleme ,iiberdecken® das Gesamtproblem in dem Sinn, dass die
Vereinigung der Menge zulédssiger Losungen die Menge zulédssiger Losungen im Gesamt-
problem ergibt. Wenn wir also alle unzerlegten Teilprobleme 16sen und die beste dieser
Losungen auswéhlen, erhalten wir eine optimale Losung des Gesamtproblems. Dazu be-
rechnen wir fiir die unzerlegten Probleme obere Schranken U; und untere Schranken L;.
Da wir nun kleinere Probleme betrachten, sollte U; < U sein. Ansonsten konnen wir U;
durch U ersetzen. Es ist in jedem Fall U*, das Maximum iiber alle U; fiir unzerlegte Pro-
bleme, eine obere Schranke fiir das Gesamtproblem, da wir in keinem Teilproblem U*
iibertreffen kénnen. Damit wird U* unsere neue obere Schranke U. Wir haben nun eine
zuldssige Losung mit Wert L und fiir jedes Teilproblem eine Losung mit Wert L;. Daher
kénnen wir L durch das Maximum all dieser Werte ersetzen. Allgemein gilt

Lalt S Lneu S Uneu S Ualt

und die neue Maximaldifferenz zum Wert einer optimalen Lésung U,y — Liney ist nicht
grofer als U,y — Lgi. So fahren wir fort. Das Verfahren ist endlich, da irgendwann fiir
jedes unzerlegte Teilproblem die Anzahl zuldssiger Losungen 1 wird und wir in diesem Fall
den Wert dieser Losung als untere und als obere Schranke fiir das Teilproblem angeben
konnen. Teilprobleme mit U; = L; werden nicht zerlegt, da sie gelost sind.

Auf diese Weise erhalten wir eine Zerlegung des Problems, bis im schlechtesten Fall je-
des unzerlegte Problem nur noch eine zuléssige Losung hat. In einem solchen Fall haben
wir gegeniiber einer erschopfenden Suche (alle Losungen ausprobieren) nichts gewonnen.
Wieso hoffen wir, dass wir oft schnell sind? Nicht nur Teilprobleme mit U; = L; miissen
nicht zerlegt werden. Falls U; < L ist, kennen wir bereits eine zuléssige Losung, die von
keiner zuléssigen Losung des i-ten Teilproblems iibertroffen werden kann. Damit kénnen
wir das i-te Teilproblem als fertig bearbeitet einstufen. Das Ziel ist also, moglichst viele
Teilprobleme moglichst friith als fertig bearbeitet einstufen zu konnen Dies gelingt einer-
seits durch Zerlegungen, die die oberen Schranken mdglichst stark senken und andererseits
durch das Auffinden méglichst guter zuléssiger Losungen. In Abhéngigkeit davon, welches
der beiden Ziele vielversprechender ist, unterscheiden wir Suchstrategien.

Search Modul

Es wird unter den unzerlegten Teilproblemen eines ausgewéhlt, das im néchsten Schritt
zerlegt werden soll (wobei dann fiir die neu entstehenden Teilprobleme obere und untere
Schranken berechnet werden und danach die globalen Parameter U und L aktualisiert
werden). Fiir die Wahl des zu zerlegenden Teilproblems gibt es grundsétzlich viele Stra-
tegien, die zwei wichtigsten sollen hier beschrieben werden. Wenn die unteren Schranken,
also die Werte der berechneten zulédssigen Losungen, typischerweise gut sind, also recht
nahe am Optimum liegen, dann ist es wichtig, die obere Schranke U zu senken. Vielleicht
ist die beste berechnete zuléssige Losung bereits optimal und wir sind dabei, ihre Opti-
malitdt zu beweisen. In diesem Fall wihlen wir ein unzerlegtes Problem mit U; = U zur
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Zerlegung aus. Fiir dieses Problem gilt, dass dort optimistischerweise ,,am meisten zu ho-
len* ist. Andererseits werden wir ein solches Problem auf jeden Fall zerlegen miissen, um
eine garantiert optimale Losung zu erhalten (greedy Suche). Wenn allerdings die unteren
Schranken typischerweise schlecht sind, sind wir erst einmal an der Berechnung einigerma-
Ben guter Losungen interessiert, um iiberhaupt Teilprobleme als fertig bearbeitet ansehen
zu konnen. Bei der Tiefensuche verfolgen wir zunéchst einen Zweig, bis das zugehorige
Teilproblem gelost ist. Von dem neu erzeugten Teilproblemen wéhlen wir jeweils eines,
bei dem die obere Schranke am gréfiten ist.

Learning Modul

Wir koénnen unnotige Problemzerlegungen vermeiden, wenn wir aus den in einem Teil-
problem bereits getroffenen Entscheidungen daraus folgende Entscheidungen ableiten. Da
wir mit den erzwungenen Entscheidungen neues Wissen erwerben, wird hier von Lernen
gesprochen.

Nun wollen wir die abstrakt beschriebenen Module fiir das Rucksackproblem mit Leben
fiillen.

Upper Bound Modul: In Kapitel 5.2 haben wir fiir die Losung einer Relaxation des
Rucksackproblems einen effizienten Algorithmus (Zeit O(n) nach Sortierung der Effekti-
vitétswerte) beschrieben. Der optimale Wert dieses relaxierten Problems kann als obere
Schranke fiir das urspriingliche Rucksackproblem verwendet werden.

Lower Bound Modul: In Kapitel 5.2 haben wir einen greedy Algorithmus fiir das
Rucksackproblem vorgestellt. Er liefert eine zuldssige Losung, deren Wert eine untere
Schranke fiir das Rucksackproblem liefert.

Branching Modul: Wir wihlen ein Objekt ¢ und zerlegen den Suchraum (oder Losungs-
raum) in zwei disjunkte Bereiche. In einem Bereich ist z; = 0 (Objekt ¢ darf nicht gew&hlt
werden und gehort zur Menge E der durch Exklusion verbotenen Objekte) und im ande-
ren Bereich ist x; = 1 (Objekt ¢ muss gewéhlt werden und gehort zur Menge I der durch
Inklusion erzwungenen Objekte). In beiden Teilproblemen streichen wir das Objekt ¢ aus
der Liste der zu betrachtenden Objekte. Bei der Inklusion muss das Gewichtslimit um g;
gesenkt werden, aber zum Nutzen jeder Losung darf v; addiert werden (vergleiche auch
Kapitel 5.3). Die Wahl des Objektes 7 ist kritisch. Wir wollen die Losung des relaxierten
Problems in den Relaxationen beider Teilprobleme verbieten. Nur dies erméglicht es, dass
beide oberen Schranken der Teilprobleme kleiner als die obere Schranke des zu teilenden
Problems sind, und nur so kann die aktuelle obere Schranke sinken. Dazu wéhlen wir das
Objekt j mit 0 < A; < 1 bei der Losung des relaxierten Problems. Wenn es so ein Objekt
nicht gibt, liefert die Losung des relaxierten Problems eine zulédssige Losung und dieses
Teilproblem wird nicht zerlegt. Indem wir das Objekt erzwingen oder verbieten, ist es
nicht mehr moglich, das Objekt zu zerlegen.

Search Modul: Wir haben in Kapitel 5.2 gesehen, dass die greedy Losung sehr schlecht
sein kann, aber immerhin ist U — L < v; 1, wenn Objekt i+1 bei der Losung der relaxierten
Problems zerlegt wird. Daher wihlen wir die greedy Suchstrategie, die stets das unzerlegte
Problem mit der gréfiten oberen Schranke wéhlt.

Learning Modul: Hierauf kann beim Rucksackproblem verzichtet werden. Um aber einen
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Eindruck zu geben, stellen wir eine sehr einfache Lernregel vor. Bei der Inklusion eines
Objektes wird das Gewichtslimit gesenkt. Daraus lernen wir, dass alle Objekte, deren
Gewicht bereits iiber dem neuen Gewichtslimit liegt, durch Exklusion verboten werden
kénnen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Beispiel, wobei wir die Teilprobleme durchnum-
merieren und P; das Ausgangsproblem ist. Allgemein ist

— I die Menge der in P, durch Inklusion erzwungenen Objekte,
— F), die Menge der in P, durch Exklusion verbotenen Objekte,
— Uy, die obere Schranke fiir Py,

L;. die untere Schranke fiir P, und

M, die Menge der vom greedy Algorithmus fiir P, gewédhlten Objekte.

Wir verzichten auf den Einsatz des Lernmoduls.

Das Problem bezieht sich auf n = 10 Objekte und das Gewichtslimit 16. Wir beschreiben
die Objekte durch Gewicht, Nutzen und Effektivitat, wobei die Effektivitatswerte bereits
absteigend sortiert sind.

Objekt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Gewicht 1 4 2 3 7 3 2 1 4 3
Nutzen 20 28 10 12 21 9 3 1 2 1
Effizienz 20 7 5 4 3 3 15 1 05 0,333...

P1 : Il = @7 E1 = @, U1 :88, L1 = 83, M1 = {1,2,3,4,6,7,8}.

P2 : ]2 = {5}, EQ :(b, U2 :87, LQ :82, M2 = {1,2,3,5,7}.

P3 . ]3 = @, E3 = {5}, U3 = 83, L3 = 83, M3 = {1,2,3,4,6, 7,8}

U =87, L = 83, Zerlegung von P.

Py: I,={4,5}, B, =0,U; =86, Ly =82, M, = {1,2,4,5,8}.

P5 : ]5 = {5}, E5 = {4}, U5 = 85, L5 = 82, M5 = {1,2,3,5,7}.

U = 86, L = 83, Zerlegung von P,.

P6 : IG = {3,4,5}, EG = @, U6 = 84, L6 = 72, M6 = {1,3,4,5,6}.

P7 : [7 = {4,5}, E7 = {3}, U7 = 84, L7 = 82, M7 = {1,2,4,5,8}.

U = 85, L = 83, Zerlegung von Ps;.

Ps: Ig=1{5,6}, Es = {4}, Us =83, Ly =79, Mg = {1,2,5,6,8}.

Pg : ]9 = {5}, Eg = {4,6}, Ug = 82, Lg = 82, Mg = {1,2,3,5,7}.

Py und Py koénnen schon gestrichen werden, da ihre obere Schranke die beste untere
Schranke nicht iibertrifft.

U =84, L = 83, Zerlegung von F.

Pio: o ={2,3,4,5}, E1g =0, Ujp = 71, Lo = 71, M1y = {2, 3,4,5}.
P11 . IH == {3,4,5}7 E11 == {2}, U11 = 72, L11 = 72, M11 = {1,3,4,5,6}.
U =84, L = 83, Zerlegung von P;.

Plg . 112 = {4,5,6}, E12 = {3}, U12 = 76, L12 = 65, M12 = {1,4,5,6,7}.
Pis: L3 ={4,5}, B3 ={3,6}, Uj3 =82, L13 =82, M3 ={1,2,4,5,8}.
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U =283, L =283, STOP.
Die Menge M3 = {1,2,3,4,6,7,8} ist optimal. Sie wurde sogar durch den greedy Algo-
rithmus berechnet, die Arbeit war jedoch zum Nachweis der Optimalitdt notig.

5.6 Eine allgemeine Analyse von divide-and-conquer Algorith-
men

Wir haben schon einige divide-and-conquer Algorithmen kennengelernt. Dazu gehort die
bindre Suche, bei der nur ein Teilproblem geltst werden muss, aber auch ein Algorithmus
fiir das Maxsummenproblem und Mergesort. Bei den beiden letztgenannten Problemen er-
halten wir zwei Teilprobleme halber Grofie und zusétzlich eine Rechenzeit von ©(n). Dies
fiihrt zu einer Gesamtrechenzeit von ©(nlogn). Batchersort ist ein divide-and-conquer
Algorithmus, der fiir die Verbindung der Losungen fiir die Teilprobleme mit Batcher-
merge einen weiteren divide-and-conquer Algorithmus aufruft. Wir wollen hier den Fall
analysieren, dass wir Probleme der Groe n in a Probleme, die ungeféihr Grofie n/b haben,
aufteilen und neben der Losung der Teilprobleme eine Rechenzeit cn aufwenden. Es sei
R(n) die Gesamtrechenzeit und R(1) = ¢. Um uns nicht mit gerundeten Zahlen herum-
schlagen zu miissen, betrachten wir nur Eingabegrofien n = b* fiir k € N, also k = log; n.
Unsere Aufgabe besteht darin, die Rekursion

R(1) = ¢, R(n) = aR(n/b) + cn

fiir n = b* und a,c¢ > 0 und b > 1 zu 16sen.

Allgemein gilt

R(W*) = aR(V") + cb*
= a®R(V" %) + ach! + cb”
= &RV 4 aeb" 2 + ack™ + cb”
= a"R(1)+a"teb+a"2ch? + - + a’cb" T + ach T + b

Diese Beziehung kann durch einen einfachen Induktionsbeweis verifiziert werden. Es folgt
R =c (ak +a" '+ a4+ @B b+ bk> .

1. Fall: a < b.

= (0 (5 e )
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2. Fall: a = 0.
R(b*) = c(k + 1)b* = en(logyn + 1) = O(nlogn).

) < o (e (5 o (2

kl_(g)k—H a L

1—3 ~ a-—-b

3. Fall: a > 0.

= ca

logy, n logy, a

Esist a” = a =n
Die letzte Gleichung lésst sich einfach verifizieren, indem auf beiden Seiten log, angewen-
det wird. Also ist
R(bk) S c Lnbgba — @(nlogba)‘
a—>b

Der Parameter c schligt in allen Fillen als konstanter Faktor durch. Entscheidend ist das
Verhiéltnis von a und b. Natiirlich sollte a ,relativ zu“ b moglichst klein sein. Wir kénnen
jetzt aber vorab entscheiden, ob es besser ist, 17 Teilprobleme der Groéfie n/9 zu bilden
oder 24 Teilprobleme der GroBe n/12. Was ist besser?

Nach diesen einfachen Rechnungen sollten wir auch keine Angst davor haben, geringfiigig
andere divide-and-conquer Rekursionsgleichungen zu losen.

Im folgenden Abschnitt stellen wir einen divide-and-conquer Algorithmus vor, der das
gegebene Problem der Grofle N in 7 Teilprobleme der Grofle N/4 zerlegt.

5.7 Matrixmultiplikation

Wir untersuchen die Multiplikation von zwei n x n-Matrizen X und Y. Sei Z = XVY.
Dann gilt nach Definition
Zij = Z TikYkj-
1<k<n

Zur Berechnung von z;; geniigen n Multiplikationen und n —1 Additionen. Zwei Matrizen
kénnen also mit 2n® — n? arithmetischen Operationen multipliziert werden. Wir wollen
nun den divide-and-conquer Algorithmus von Strassen vorstellen. Die Multiplikation von
1 x 1-Matrizen ist eine gewohnliche Multiplikation. Fiir n = 2¥ werden die n x n-Matrizen
X, Y und Z in jeweils vier (n/2) x (n/2)-Matrizen aufgeteilt.

Xll X12 }/11 }/12 le Z12
[ X21 X22 1 [ }/21 }/22 ‘| [ ZQl Z22 1

Fiir n = 2 ist nach Definition Z15 = X11Y12 + X12Y5 und die Operationen sind arithmeti-
sche Operationen. Fiir n > 2 gilt diese Gleichung fiir Z;, weiterhin, nur beziehen sich die
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Operationen nun auf (n/2) x (n/2)-Matrizen. Sei z.B. z;; mit 1 < <n/2 < j <n ein
Element aus Z;,. Dann ist

1 2
Zij= Y. Talkt+ Y Tk = 2y + 2
1<k<n/2 n/2<k<n

Der Summand z}] ist ein Element aus X{;Y75 und zfj das entsprechende Element in X5Y5,.
Die Schulmethode zur Multiplikation von 2 x 2-Matrizen fithrt 8 Multiplikationen und 4
Additionen aus. Additionen von nxn-Matrizen sind sehr billig. Sie kosten nur n? Operatio-
nen und sind daher (vermutlich) sehr viel billiger als Matrizenmultiplikationen. Es miisste
sich also lohnen, in den Gleichungen fiir Z11, Z12, Zo1 und Zyy die Zahl der (Matrizen-)
Multiplikationen auch auf Kosten von zusétzlichen Additionen und Subtraktionen (von
Matrizen) zu senken.

Satz 5.7.1: 2 x 2-Matrizen lassen sich mit 12 Additionen, 6 Subtraktionen und 7 Multi-
plikationen multiplizieren.

Beweis: Der Beweis lasst sich leicht nachvollziehen, aber nur schwer motivieren. Mit 6
Additionen, 4 Subtraktionen und 7 Multiplikationen berechnen wir die folgenden Werte.

my = (5312 - 5322) : (921 + yzz), my = (3511 + $22) : (yn + y22)7
ms = (21 —211) - (Y11 + Y12), ms = (T11+ Z12) - Yoo,

ms = i1° (y12 - y22), me = T22- (y21 - yu),

mr = (%o + Ta2) - Y11

Daraus lésst sich nun das Ergebnis mit 6 Additionen und 2 Subtraktionen berechnen.
Z11 = Mmp+mg—my+mg, 212 = Mg+ Ms,
Z21 = Mg+ my, Zgg = Mg+ mg+ms —my.

O

Wir wenden diesen Satz auf n x n-Matrizen mit n = 2* an, die Multiplikationen der (n/2) x
(n/2)-Matrizen werden rekursiv auf gleiche Weise ausgefiihrt. Mit C(n?) bezeichnen wir
die Zahl arithmetischer Operationen fiir diesen Algorithmus zur Multiplikation von n x n-
Matrizen. Dann gilt

C(1) =1 und C(n?) = 7C((n/2)?) + 18(n/2)%
Diese Rekursionsgleichung ist nicht von der gewiinschten Form. Daher setzen wir N = n?
und erhalten

C(1) = 1 und C(N) = 7C(N/4) + 18N/4.

Nun hat C(1) nicht die passende Grofle. Wir betrachten daher folgende Rekursionsglei-
chung
D(1) =9/2 und D(N) =7D(N/4) + (9/2)N.

Fiir n = 2*, und somit N = 4%, erhalten wir nach den Ergebnissen aus Kapitel 5.6

D(N) = (9/2)7* (1_@)’”1)/(1_%)

= (9/2)7%(7/3) — (9/2)4" /3.
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Bei dieser Rekursion erhalten wir 7% Probleme der Gréfle 1, fiir die wir jeweils Kosten 9/2
statt 1 veranschlagen. Also ist
C(n*) = (9/2)7"(7/3) — (9/2)4" /3 = 78(7/2)

3 1
— k+1 (Y ~) _gp. 4k
7 (2 2) 0

= 77" —6n®=Tn'""" — 6n’.
Die letzte Gleichung folgt, da 7'°8™ = nloe7 ist.

Satz 5.7.2: Mit dem Algorithmus von Strassen kénnen zwei n x n-Matrizen fiir n = 2*
mit 7n'°¢” — 6n? arithmetischen Operationen berechnet werden.

Wann ist dies nun besser als die iibliche so genannte Schulmethode?

™mioe” —6n?2 < 2n3 —n?
g™ < 2p3 4 5n?
g2 < Ip 45

=
=

Diese Ungleichung ist fiir n = 512 nicht erfiillt, wohl aber fiir n = 1024. Es wére nun eine
typische Verkiirzung der Realitdt zu behaupten, dass die Strassen-Methode erst fiir n >
512 (n > 1024) sinnvoll anwendbar ist. Wenn wir bei der Strassen-Methode auf geniigend
kleine Matrizen stoflen, sollten wir natiirlich auf die Schulmethode umsteigen. Sei nun
SCHUL die Schulmethode und PUR die reine Strassen-Methode. Mit MIX bezeichnen
wir folgende Methode. Auf der ersten Stufe benutzen wir die Strassen-Methode und in
der Rekursion die bessere der Methoden SCHUL und MIX. Die Verwendung von MIX in
der Rekursion an Stelle von PUR sichert, dass wir an der optimalen Stelle auf SCHUL
umsteigen. Die folgende Tabelle zeigt, dass die Schulmethode durch MIX schon fiir n = 16
geschlagen wird.

n 2 4 8 16 32 64

SCHUL | 12 112 960 7936 64512 520192
PUR 25 247 2017 15271 111505 798967
MIX 25 156 1072 7872 59712 436416

Tabelle 5.7.1: Die Anzahl von arithmetischen Operationen
bei Algorithmen zur Matrixmultiplikation.

5.8 Die schnelle Fouriertransformation

Polynome bilden die vielleicht wichtigste Klasse von Funktionen. Die {ibliche Darstellung
von Polynomen ist die so genannte Koeffizientendarstellung, bei der (ag, ay, ..., a,_1) das
Polynom

f@)=a, 12" '+ +arr +ag
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beschreibt. Nach dem Hauptsatz der Algebra sind Polynome hochstens (n—1)-ten Grades
durch die Angabe der Funktionswerte an n gegebenen Stellen eindeutig definiert. Mit
(21,01), ..., (2n,by), wobei z; # z; fiir ¢ # j ist, konnen wir eindeutig das Polynom f
hochstens (n — 1)-ten Grades darstellen, fiir das

f(z) =b;,1 <i<n,

ist. Beide Polynomdarstellungen haben ihre Vor- und Nachteile. In beiden Darstellungen
lassen sich Polynome in Zeit O(n) addieren (wobei allerdings die betrachteten Funkti-
onsstellen zi,...,z, fiir beide Polynome dieselben sein miissen). Um ein Polynom zu
differenzieren oder zu integrieren, ist die Koordinatendarstellung von Vorteil. Bei der
Multiplikation zweier Polynome konnen sich die Grade addieren. Wenn wir je 2n — 1
Funktionsstellen von zwei Polynomen kennen, deren Grad durch n — 1 beschrinkt ist,
erhalten wir 2n — 1 Funktionsstellen des Produktes durch 2n — 1 Multiplikationen. Aus-

gehend von den Koordinatendarstellungen (ay, ..., a,_1) und (bo,...,b, 1) muss der so
genannte Konvolutionsvektor (cg, ..., ca,_2) berechnet werden, wobei
C = Z aibj
0<i,j<n—1
itj=Fk

ist. Die Berechnung aller ¢, gemifl dieser Formel kostet ©(n?) arithmetische Operatio-
nen. Wenn wir effiziente Algorithmen hétten, um zwischen den beiden Darstellungen zu
wechseln, konnten wir von der Koordinatendarstellung in die Funktionswertdarstellung
wechseln, dort die Polynome in Zeit O(n) multiplizieren und dann wieder in die Koordi-
natendarstellung wechseln. Wir untersuchen daher das Problem, fiir ein Polynom aus der
Koordinatendarstellung (aq, . . . , a,_1) fiir frei zu wihlende Stellen z1, . . ., z, die zugehori-
gen Funktionswerte zu berechnen. Da

f(zi) = ana2! " 4+ arz +ag

ist, kostet eine naive Realisierung ©(n?) Operationen. Die schnelle Fouriertransformation
(FFT, fast Fourier transform) ermoglicht einen O(nlogn)-Algorithmus. Die FFT ist aus
vielen Anwendungen nicht mehr wegzudenken. In der Bildverarbeitung oder der Signal-
theorie ermoglicht erst die FFT eine geniigend effiziente Bearbeitung algorithmischer Fra-
gestellungen. Die entscheidende Idee besteht in der geeigneten Auswahl der Stellen, an
denen wir das Polynom auswerten wollen.

Definition 5.8.1: In einem kommutativen Ring R mit Einselement heifit w # 1 primitive
n-te Einheitswurzel, wenn w™ = 1 ist und fiir alle 1 < k <n — 1 gilt

Z w* = 0.

0<j<n—1

Bevor wir nun zeigen, wie sich Polynome (n — 1)-ten Grades effizient an den Stellen
w®, ..., w" ! auswerten lassen, wenn w eine primitive n-te Einheitswurzel ist, diskutieren

wir, ob es iiberhaupt derartige Zahlen gibt.
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Bemerkung 5.8.2: In R gibt es nur fiir n = 2 eine primitive Einheitswurzel, ndmlich

—1.

Beweis: Aus w # 1 und w™ = 1 folgt in R sofort w = —1 und n gerade. Fiir n = 2 ist
die weitere Bedingung erfiillt, da (—1) 4+ (=1)* = 0 ist. Fiir n > 2 ist k = 2 zugelassen.
Die Summe aller (—1)%,0 < j < n — 1, ist jedoch mit n von 0 verschieden. O

Wieder diirfen wir nicht zu friith verzweifeln. Wir erweitern den Wertebereich der Polynome
von R auf C.

Satz 5.8.3: Fiir n > 1 ist €™ primitive n-te Einheitswurzel in C. Dabei ist i die
imaginére Einheit.

Beweis: Nach Definition gilt
e’ =cosr+isinw.

Es ist also €™/ #£ 1, da fiir n > 2 der Imaginirteil von 0 verschieden ist und fiir n = 2

der Wert —1 betriagt. Andererseits ist
(e27/M)n = 27 — cos(2m) 4 i sin(27) = 1.
Sei nun 1 < k£ < n — 1. Dann gilt (geometrische Reihe)

Z (6i27r/n)lk _ Z (€i27rk/n)l

0<i<n—1 0<I<n—1
1— i2rk/n\n
B el Gt
1 — ei2mk/n
Die letzte Gleichung gilt, da e?™*/" = cos(2mwk/n) + isin(27k/n) von 1 verschieden ist,
wihrend e*™ = cos(27k) + isin(27k) = 1 ist. O

Den formalen Beweis von Satz 5.8.3 konnen wir uns auch geometrisch veranschaulichen.
Die Zahlen €% liegen auf dem Einheitskreis, denn

e |cosx + isinz| = (cos® x + sin® )/ = 1.

Insbesondere liegt €>™/™ auf dem Einheitskreis im Winkel 27 /n. Bei der komplexen Mul-
tiplikation multiplizieren sich die Betriige. Alle Potenzen von e?™/™ liegen also auf dem
Einheitskreis. Da e = ¢/(*+¥) (Additionstheoreme fiir sin und cos), addieren sich auch
die Winkel. Fiir die n-te Potenz landen wir also auf dem Einheitskreis im Winkel 27 £ 0,
also auf der reellen Zahl 1. Die Zahlen e?™/" liegen also auf dem Einheitskreis in den
Winkeln 27j/n, 0 < j < n — 1. Wir kénnen uns die Addition als Addition von Kréften
vorstellen. Es wirken also auf den Nullpunkt n Kréfte gleicher Gréfle in die Richtungen
277 /n, 0 < j < n — 1. Die Kréfte heben sich auf, die Summe ist also 0.

Wenn wir Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten betrachten und uns Funktionswerte
nur an ganzzahligen Stellen interessieren, ist die Verwendung komplexer Einheitswurzeln
nicht ideal, da Rundungsfehler auftreten kénnen, die bei Rechnungen in Z vermieden wer-
den kénnen. Wir wéhlen m so grof}, dass uns nur Zahlen interessieren, die dem Betrage
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nach kleiner als m/2 sind. Dann kénnen wir statt in Z auch in Z,, (also modm) rech-
nen und erhalten dennoch exakte Resultate. In Z,, fiir geeignete m gibt es nun wieder
Einheitswurzeln.

n/2

Satz 5.8.4: Es seien n und w Zweierpotenzen und m = w™* 4+ 1. Dann ist w primitive

n-te Einheitswurzel in Z,,.

Wir verzichten hier auf den Beweis von Satz 5.8.4 und stellen nur fest, dass es in den fiir
uns wichtigen Situationen primitive n-te Einheitswurzeln gibt.

Definition 5.8.5: Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und primitiver n-ter
Einheitswurzel w. Sei das Polynom f vom Grad n—1 durch seine Koeffizientendarstellung
a = (ag,...,a,—1) gegeben. Die diskrete Fouriertransformierte DFT,,(a) ist der Vektor
(f(w®),..., f(w™ 1)) aus Funktionswerten von f.

Da f(w?) die Summe aller a;w® mit 0 < i < n — 1 ist, ldsst sich DFT,(a) als Matrix-
Vektor-Produkt aus der n x n-Matrix W mit dem Eintrag w% an Position (7,7), 0 < i,j <
n — 1, und dem Vektor a beschreiben.

Da wir Polynome vom Grad d auch als Polynome vom Grad d’ > d auffassen konnen,
setzen wir n = 2* voraus. Es gilt nun

f(w]> = ap+ ale + a2w2j 4+ anilw(nfl)j
lao + asw? + -+ + an_Qw(n—Q)j] + w? [a1 + azw¥ + -+ an_lw(n—Q)j]

= Z agi(wQ)ij + U}j Z a2i+1(w2)ij.

0<i<n/2-1 0<i<n/2-1

Anstatt f an den Stellen w°, ..., w" ! auszuwerten, geniigt es, die Polynome f; und f;
mit den Koeffizientendarstellungen (ag, as, . .., a,_2) und (ai,as,...,a,_1) an den Stellen
w®, w?, ..., w?? auszuwerten. Da w" = 1, gilt w® = w", w? = w2, ... w"? = w2,
Wir miissen f; und f, also nur an den Stellen w®, w?, ..., w" 2 auswerten. Damit haben wir
es mit zwei Polynomen vom Grad n/2 — 1 und n/2 Funktionswerten zu tun. Auerdem
ist, falls n > 2, w? eine primitive (n/2)-te Einheitswurzel. Wire w? = 1, wiirde nicht
die Summe aller w* den Wert 0 haben. Offensichtlich ist (w?)"/? = w" = 1, und fiir
1<k<n/2-—1ist

Z (w2)jkz — wO + w2k 4t w(n/2—1)2k.
0<j<n/2—1

Esist 1 <2k <n —1 und daher
w® w2k D2k
Andererseits ist

w0 w2k e 2702k (/202K (102K
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WO 4wk 4o poq/2-02k g nk (wo +wk 4 w(n/271)2k) _

2 (wO Lot w(n/271)2k) .

Da in den von uns betrachteten Ringen 2 ein multiplikatives Inverses hat, folgt
w’ + w4 w2 <,

Damit konnen f; und f; rekursiv ausgewertet werden.

Wir berechnen nun vorab w°, w?, ..., w" ! mit n — 2 Multiplikationen. Damit miissen in

den rekursiven Aufrufen keine Potenzen von w mehr berechnet werden. Fiir n = 2 miissen
f(1) = ag+ a; und f(w) = ag + ayw berechnet werden. Es geniigen 3 Operationen. Fiir
n > 2 geniigen nach den rekursiven Aufrufen eine Multiplikation und eine Addition, um
f(w?) nach der oben entwickelten Formel zu berechnen. Fiir j = 0 fillt die Multiplikation
noch weg. Wenn wir mit C(n) die Zahl der arithmetischen Operationen in R bezeichnen,
gilt fiir n = 2%

C(2) =3und C(n) =2-C(n/2) 4+ 2n — 1.

Wenn wir C(1) = 0 definieren, gilt die Rekursionsgleichung auch fiir n = 2. Wir kennen

die Rekursion

Ihre Losung ist Ci(n) = 2nlogn + 2n. Wir erhalten dabei nCy(1) = 2n als Summand.
Fir
C5(1) =0 und Cy(n) =2-Cy(n/2) + 2n

lautet die Losung also Coy(n) = 2nlogn. Nun miissen noch die Summanden ,,—1* bertick-
sichtigt werden. Sie treten bei jeder Problemteilung auf. Davon gibt es 1 +2+---42k"1 =
n — 1 viele. Also ist

C(n) =2nlogn —n+ 1.

Schliellich miissen wir die n — 2 Multiplikationen zur Berechnung der Potenzen von w
addieren. Insgesamt folgt

Satz 5.8.6: Die schnelle Fouriertransformation lasst sich mit 2nlogn —1 Additionen und
Multiplikationen in dem zugrunde liegenden Ring berechnen.

Wir wollen noch kurz diskutieren, wie wir aus DFT,(a) wieder a erhalten (dies ist
die Transformation von der Darstellung eines Polynoms durch die Funktionswerte an
sorgfiltig ausgewihlten Stellen in die Koordinatendarstellung). Wir erinnern daran, dass

DFT,(a) =W -a

ist. Nun liisst sich nachrechnen, dass w=! := w"~! ebenfalls eine primitive n-te Einheits-

wurzel ist. AuBlerdem existiert in den von uns betrachteten Ringen n~!. Damit lisst sich
nachrechnen, dass die Matrix W invertierbar ist und W1 den Eintrag n~'w~% an Position
(4,7),0 <i,7 <n—1 hat. Somit ist

a=W1.DFT,(a).
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Es sei W* die Matrix mit dem Eintrag w™" an Position (4, 7). Dann lisst sich a* =
W* . DFT, (a) mit der schnellen Fouriertransformation berechnen. Um a zu erhalten,
miissen die Eintrdge in a* nur noch mit n~! multipliziert werden.

Am Beispiel der schnellen Fouriertransformation fiir n = 8 wollen wir das Prinzip der
Einsparungen noch einmal verdeutlichen.

ag + alwl + angl + agwgl + a4w4l + a5w5l + a6w6l + a7w7l =

2 4l 6l ! 2 4l 6l
[ag + asw™ + a,w™ + agw®™| + w'lay + azw™ + asw™ + a;w™| =

[ag + agw™] + w[ay + agw™] + w' ([a1 + asw] + w?[as + a7w4l]) :

Innerhalb der []-Klammern kommen nur w® und w* vor. Dabei ist w® = 1 und w* kann
nur die Werte 1 und w* annehmen. Fiir beide Moglichkeiten werden die [-]-Klammern aus-
gewertet. Die Multiplikationen mit w? miissen nur fiir I € {0, 1,2, 3} durchgefiihrt werden.
Nur die Multiplikation der (-)-Klammer muss alle Faktoren 1, w, w?, w?®, w?*, w®, w® und
w” beriicksichtigen.

5.9 Naiachste Nachbarn in der Ebene

In der algorithmischen Geometrie ist es ein grundlegendes Problem, fiir eine Punktmenge
S ={p1,...,pn} € R? zwei Punkte mit minimalem euklidischen Abstand zu berechnen.
Natiirlich kommen wir mit Zeit O(n?) aus, indem wir fiir alle Punktepaare den Abstand
berechnen und dann das Minimum dieser Abstédnde bestimmen. Fiir d = 1, also n Punkte
auf der Geraden, kommen wir mit folgendem einfachen Ansatz sogar mit O(nlogn) Re-
chenschritten aus. Wir sortieren die Punkte, so dass p;, < --- < p;, ist. Dann brauchen
wir nur noch die n — 1 Punktepaare (p;;,p;,,,), 1 < j < n—1, zu betrachten. In der Ebene
konnen wir nicht sortieren. Um vom Fall der Geraden, also d = 1, etwas fiir den Fall der
Ebene, also d = 2, zu lernen, beginnen wir mit einem divide-and-conquer Algorithmus fiir
d=1.

Auch hier nehmen wir an, dass die Punkte bereits sortiert worden sind. Sei also p; < --- <
pn und M := pr, 9 der Median. Auflerdem vereinbaren wir, dass fiir Teilprobleme mit
nur einem Punkt der Minimalabstand § = oo ist. Nun 16sen wir die Teilprobleme S; =
{p1,. .. Py} und So = {prj2141,- -, P} rekursiv, wobei wir selbstverstiandlich diese
Folgen nicht mehr sortieren miissen. Es seien §; und d, die Minimalabstéinde der beiden
Teilprobleme. Dann ist ¢’ := min{d;, do} eine obere Schranke fiir den Minimalabstand im
Gesamtproblem. Damit p; € S; und p; € S, einen kleineren Abstand als ¢’ haben, muss
pi € [M — ¢, M] und p; € [M, M + ¢'] sein. Dafiir kommt nur ein Punkt p; € S; und ein
Punkt py € S5 in Frage. An der Nahtstelle zwischen S; und S5 ist das Problem also ,,fast
0-dimensional“. Wir wollen nun fiir d = 2 genauso vorgehen und hoffen, dass das Problem
an der Nahtstelle ,,fast 1-dimensional“ und daher einfach ist.

In einer Preprocessing Phase werden die Punkte beziiglich ihrer x-Koordinate sortiert. Es
sei M der Median der z-Koordinaten. Wir zerlegen das Problem in ein Teilproblem S; mit
[n/2] Punkten, deren xz-Koordinate hochstens M ist, und ein Teilproblem Sy mit [n/2|
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Punkten, deren z-Koordinate mindestens M ist. Die Teilprobleme werden rekursiv gelost.
Die Minimalabsténde seien d; und dy. Dann sei ¢’ := min{d;, d2}. Nur Punkte p € S; mit
z(p) € (M —4¢', M) und p' € Sy mit z(p') € [M, M + ¢’) kbnnen einen Abstand kleiner als
0’ haben. Hierbei ist z(p) die z-Koordinate von p.

Wir betrachten also nur noch die beiden vertikalen Streifen der Breite ¢’, die links und
rechts von der Vertikalen durch (M, 0) liegen (siche Abbildung 5.9.1).

| o
X
P g
: |
M- M M+

Abbildung 5.9.1: Ein Punkt p im linken §’-Streifen und
ein ¢’ x 2¢’-Rechteck im rechten §’-Streifen,
das alle Punkte p’ rechts von der Vertikalen mit d(p,p’) < ¢’ enthilt.

Wenn wir jetzt noch die Punkte in den Teilproblemen nach den y-Koordinaten sortiert
haben, kénnen wir daraus in linearer Zeit die beziiglich der y-Koordinate sortierten Fol-
gen der Punkte in den beiden Streifen herausfiltern. In Abbildung 5.9.1 ist ein Rechteck
der Grofle ¢ x 20" eingezeichnet, das alle Punkte p’ mit xz(p’) > M und d(p,p’) < ¢
enthilt. Da Punktepaare aus Sy einen Abstand von mindestens ¢’ haben, konnen in die-
sem Rechteck nicht mehr als sechs Punkte aus S5 liegen. Wir kénnen also hoffen, alle
Punkte p' € s, fiir die d(p,p’) < ¢’ sein kann, schnell zu finden. Wir benétigen nicht
nur die beziiglich der y-Koordinate sortierte Folge, sondern auch fiir die Teilprobleme die
sortierten Teilfolgen. Daher wird die Sortierung beziiglich der y-Koordinate nicht vorab
durchgefiihrt. Auf der untersten Ebene haben wir einelementige Mengen, die beziiglich der
y-Koordinate sortiert sind. Wir fithren jetzt implizit Mergesort durch. Immer wenn zwei
Teilprobleme zu einem Gesamtproblem verbunden sind, werden die zugehorigen beziiglich
der y-Koordinate sortierten Punktfolgen gemischt. Wir wissen, dass wir auf diese Weise
fiir jedes betrachtete Teilproblem die Punkte beziiglich der y-Koordinate sortiert erhalten
und dass der Gesamtaufwand zur Berechnung dieser Folgen O(nlogn) betrigt.

Wir sind also in der Situation, dass wir ¢’ kennen und in linearer Zeit aus den beziiglich der
y-Koordinate sortierten Punktmengen S; und S; die sortierte Teilfolge der Punkte in dem
§'-Streifen um die Vertikale durch (M, 0) herausfiltern konnen. Unsere Aufgabe besteht
darin festzustellen, ob es in diesen doppelt verketteten Listen L, und L, Punktepaare
(p,p) mit p € Ly,p’ € Ly und d(p,p’) < ¢ gibt, um gegebenenfalls den Minimalabstand
dieser Punktepaare zu berechnen. Wir starten an den Listenanféingen, also den Punkten
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mit den jeweils kleinsten y-Koordinaten.

Zu jedem p in L; suchen wir in Ly den frithesten Punkt p* mit y(p*) > y(p) — ¢’. Falls es
einen solchen Punkt nicht gibt, kénnen wir die Suche abbrechen. Ansonsten betrachten
wir alle Punkte p* in Lo mit y(p) — ¢’ < y(p*) < y(p) + ¢’ und berechnen den Abstand zu
p. Dabei speichern wir jeweils den gefundenen Minimalabstand. Nachdem wir p* gefunden
haben, miissen wir in L, maximal die ndchsten fiinf Punkte betrachten. Danach kehren
wir zu p’ zuriick. Die Rechenzeit bei der Bearbeitung von p zerféllt also in die Zeit fiir
die Suche nach p’ und die Zeit O(1) fir die Betrachtung der Kandidaten p* fiir einen
kleineren Abstand als ¢’ zu p. Wenn wir p in L; durch seinen Nachfolger ersetzen, hat
dieser hochstens eine grofiere y-Koordinate. Das zugehorige p’ hat also auch hochstens eine
groBere y-Koordinate und wir miissen in Ly nur , vorwéarts® suchen. Also ist die Gesamtzeit
durch O(n) beschrankt. Neben der Zeit von O(nlogn) fir das Sortieren, zerlegen wir das
Problem in zwei fast gleich grofie Probleme, die rekursiv gelost werden, und benétigen
dariiber hinaus eine Rechenzeit von O(n). Damit gilt folgender Satz.

Satz 5.9.1: Néchste Nachbarn in der Ebene konnen in O(nlogn) Rechenschritten be-
rechnet werden.

5.10 Die Sweepline-Technik

Das Problem der Berechnung nichster Nachbarn gehorte bereits in die algorithmische
Geometrie. Es konnte mit einem typischen divide-and-conquer Algorithmus effizient gelost
werden. Hier wollen wir eine Technik kennenlernen, die speziell auf Probleme der algorith-
mischen Geometrie zugeschnitten ist. Wir betrachten Probleme in der Ebene R2. Der zu-
grunde liegende Raum ist also im Gegensatz zu den meisten anderen von uns betrachteten
Problemen nicht diskret. Die Sweepline Technik ist eine Methode, Probleme zu diskreti-
sieren. Wir stellen uns eine Vertikale vor, die die Ebene iiberstreicht“. Thr Schnittpunkt
mit der x-Achse wandert also gedanklich von links aus dem Unendlichen kommend nach
rechts ins Unendliche. Dabei hélt die Gerade an Ereignispunkten an, dies sind Punkte,
an denen ,etwas passiert. Es wird versucht, das Problem zu lésen, indem nur an den
Ereignispunkten gerechnet wird. (Im R*® wiirde man eine Sweepebene verwenden.)

Diese Technik wollen wir an einem Beispiel, dem Rechteckmafiproblem, konkretisieren.
Gegeben sind n achsenparallele Rechtecke Ry, ..., R,, die sich auch schneiden diirfen.
Wir wollen die von allen Rechtecken zusammen iiberdeckte Fléche berechnen, also den
Flécheninhalt von R = Ry U---U R,,. Das Gebilde R (siche Abbildung 5.10.1) kann recht
kompliziert aussehen. Es kann viele Ausbuchtungen und Locher haben.

Die erste Idee besteht in folgender Erkenntnis. Ereignispunkte sind die z-Koordinaten, an
denen ein Rechteck beginnt (linke vertikale Seite) oder ein Rechteck endet (rechte verti-
kale Seite). Zwischen zwei benachbarten Ereignispunkten ,&ndert sich nichts“. Genauer:
Zwischen zwei benachbarten Ereignispunkten ist die Lange des Durchschnitts der Sweep-
line mit R konstant. Diese Linge werden wir als Mafizahl bezeichnen. Da wir n Rechtecke
haben, haben diese 2n vertikale Seiten. Die zugehdrigen 2n x-Koordinaten werden in Zeit
O(nlogn) sortiert. Wir bezeichnen die sortierte Folge mit x1, ... zs,, wobei z; < x;,4 ist.
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Abbildung 5.10.1: Eine Eingabe fiir das Rechteckmafiproblem und eine Sweepline.

Diese z-Werte bilden unsere Ereignispunkte. Wenn die MaBzahl im Intervall [x; 1, z;| den
Wert m; hat, ist die gesamte iiberdeckte Fléche

M = Z mz(xl—xl_l)

2<i<2n

Unsere Aufgabe besteht also nur noch in der Berechnung der m;-Werte. Im zugehorigen
Ereignisintervall sind bestimmte Rechtecke aktiv (sie schneiden die Sweepline), die ande-
ren Rechtecke sind passiv. An jedem Ereignispunkt wird ein passives Rechteck aktiv oder
ein aktives Rechteck passiv. Der Durchschnitt eines aktiven Rechtecks mit der Sweepline
lasst sich als Intervall auf der Sweepline beschreiben. Wir verwalten also aktive Intervalle
und daher ist es naheliegend, Segmentbdume zu verwenden. Wir betrachten nun die y-
Koordinaten, an denen Rechtecke beginnen oder enden, als zentrale Informationen. Diese
2n y-Koordinaten werden in Zeit O(nlogn) sortiert zu y; < -+ < ya,. Fiir jedes Rechteck
R; kennen wir die Indizes j; und js, so dass R; von y;, bis yj;, reicht. Der Segmentbaum
arbeitet mit 2n — 1 Bléttern, wobei das i-te Blatt das i-te Elementarintervall [i,7 + 1]
reprisentiert. Wir wissen aus Kapitel 2.7, dass wir beliebige Intervalle [i, j] in maximal
O(logn) disjunkte Intervalle so zerlegen konnen, dass diese Teilintervalle im Segmentbaum
reprisentiert sind und in Zeit O(logn) aufgesucht werden kénnen. Um die Mafizahlen zu
erhalten, miissen wir Zusatzinformationen im Segmentbaum dynamisch verwalten. Dazu
wéhlen wir folgende Parameter fiir die Knoten v des Segmentbaumes, wobei v das Intervall
[i, j] reprisentiert:

— ¢(v), die Anzahl der aktiven Intervalle, bei deren Zerlegung das an v représentierte
Intervall entsteht,
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— m(v), die zu v gehorige Mafizahl, also die Linge des Durchschnitts des Intervalls
[yi, y;] mit der Vereinigung aller aktiven Intervalle, die nicht hoher im Segmentbaum
abgespeichert sind.

An der Wurzel r finden wir dann die fiir das betrachtete z-Intervall aktuelle Mafizahl.

Wie verwalten wir die m- und c-Parameter? Die Initialisierung ist einfach: Es ist ¢(v) =0
und m(v) = 0 fir alle Knoten v. Dann starten wir am ersten Ereignispunkt x;. Die
Verwaltung der c-Werte ist ebenfalls einfach. Wenn ein Rechteck aktiv wird, wird es an
O(logn) Stellen im Segmentbaum eingetragen, die zugehorigen ¢-Werte erhéhen sich also
um 1. Wenn ein Rechteck passiv wird, wird an den zugehorigen Stellen der ¢-Wert um 1
kleiner.

Wenn v das Intervall [i, j] reprisentiert, gilt fiir die m-Werte folgendes:

— Falls v ein Blatt ist, also j = i + 1 ist, ist m(v) = 0, falls ¢(v) = 0 ist, und
m(v) = y; — y;, falls ¢(v) > 0 ist.

— Falls v innerer Knoten ist, also j > ¢ + 1 ist, ist m(v) = y; — y;, falls ¢(v) > 0 ist
(da das ganze Intervall iiberdeckt wird), und m(v) = m(v;) + m(vy) fiir die Kinder
v; und vy von v, falls ¢(v) = 0 ist. Im letzten Fall ist am Knoten v kein Rechteck
eingetragen, die Kinder repréisentieren eine disjunkte Zerlegung von [i, j| und daher
addieren sich die Mafzahlen.

Wenn bei der Einfiigung und Streichung eines Intervalls (oder Rechtecks) der Teilbaum
mit Wurzel v des Segmentbaumes gar nicht erreicht wird, bleiben alle alten Informationen
giiltig. Wir betrachten also nur die O(logn) besuchten Knoten. Die Anderungen der m-
Werte werden bottom-up durchgefiihrt (wir speichern die Suchpfade auf einem Stack und
bearbeiten sie dann riickwérts), damit die Werte an den Kindern bereits aktuell sind.
Die obige Beschreibung zeigt, dass fiir jeden Knoten eine Rechenzeit von O(1) geniigt.
Also bendétigen wir insgesamt Zeit O(nlogn) fiir die beiden Sortierverfahren und dariiber
hinaus Zeit O(logn) fiir jeden der 2n Ereignispunkte.

Satz 5.10.1: Das Rechteckmafiproblem kann in Zeit O(nlogn) gelost werden.

5.11 Die Analyse von Spielbidumen

Spielbdume kénnen endliche Spiele mit vollstéandiger Information zwischen zwei Personen,
Alice und Bob, vollsténdig beschreiben. Sie beschreiben alle moglichen Spielverlaufe. Zu
jedem Zeitpunkt ist ein Spieler am Zug und hat die Auswahl zwischen endlich vielen
Spielziigen. Dies wird durch entsprechend viele Kinder dargestellt. Somit beschreiben
die Knoten der Spielbdume Spielsituationen. Bléatter beschreiben die Spielsituationen, an
denen das Spiel zu Ende ist und dann wird der Spielausgang, also wieviel Bob an Alice
zahlen muss, am Blatt angegeben (bei negativen Betréigen, zahlt natiirlich Alice an Bob).

Vollstandige Information bedeutet hierbei, dass Alice und Bob den gesamten Spielbaum
kennen. Dies impliziert, dass es keine Zufallsschritte gibt (Alice muss wiirfeln oder Bob
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muss eine Karte vom Stapel nehmen). Aulerdem sind Kartenspiele ausgeschlossen, bei
denen Alice die Karten, die Bob hat, nicht kennt (und umgekehrt). Brettspiele wie Schach,
Go, Dame, Miihle oder Halma gehoren jedoch zu der beschriebenen Klasse. Diese Spie-
le sind aus spieltheoretischer Sicht trivial. Wir kénnen Spielbdume bottom-up analysie-
ren. An Bléttern v ist das Spiel entschieden und der so genannte Spielwert s(v) ent-
spricht der Markierung des Blattes. Betrachten wir nun einen Knoten v, dessen Kinder
vy, ...,v alle Blatter sind. Ist Alice am Zug, ist ihre optimale Strategie trivialerweise
die, einen Zug zu wahlen, der zu einem Kind mit dem grofiten s(v;)-Wert fiihrt. Ist Bob
am Zug, wahlt er einen Zug, der zu einem Kind mit dem kleinsten s(v;)-Wert fithrt. In
jedem Fall kennen wir den Wert eines Knotens, wenn wir den Wert der Kinder kennen:

Alice am Zug (Max-Knoten): s(v) = max{s(v1),...,s(v)},

Bob am Zug (Min-Knoten): s(v) = min{s(vy),...,s(vx)}.

Auf diese Weise konnen wir alle s(v) berechnen und an der Wurzel steht der Wert des
Gesamtspiels. Alice kann sich bei guter Spielweise die Auszahlung des Wertes sichern
und Bob kann sich bei guter Spielweise dagegen sichern, mehr als den Wert zu zahlen
(bei guter Spielweise wird der Zug zu dem Kind mit maximalem (Alice) bzw. minimalem
Wert (Bob) gewihlt).

Schach und Go sind also nur deswegen noch spannend, weil wir nicht in der Lage sind, den
gesamten Spielbaum zu konstruieren und auszuwerten. Schachprogramme konstruieren
einen Anfangsteil des Baumes und an den Blattern dieses Teilbaumes , an denen das Spiel
noch nicht zu Ende ist, wird der Spielwert geschétzt. Der so gebildete Spielbaum wird
dann ausgewertet und ein darin enthaltener optimaler Zug gewéahlt. Die Auswertung eines
Spielbaumes ist mit der beschriebenen Vorgehensweise in linearer Zeit moglich. Also gibt
es gar kein algorithmisches Problem? Ist lineare Zeit in jedem Fall auch nétig? Wir werden
einen Algorithmus beschreiben, der in vielen Féllen ganze Teilbdume nicht betrachtet und
dennoch den korrekten Spielwert berechnet. Diese Strategie heifit a-3-Pruning (a-3, um
Alice und Bob zu beschreiben, und Pruning, da Teilbdume als uninteressant abgeschnitten
werden).

Dazu vergeben wir auch vorlaufige Spielwerte s*(v), wobei fiir Max-Knoten s*(v) < s(v)
und fiir Min-Knoten s*(v) > s(v) gelten muss. Die Initialisierung s*(v) = —oo fiir Max-
Knoten und s*(v) = oo fiir Min-Knoten ist daher sicherlich zuléssig. Diese Initialisierungen
werden erst vorgenommen, wenn die Knoten aufgesucht werden.

Wenn wir fiir einen Max-Knoten v den vorldufigen Spielwert s*(v) und eines seiner Kinder
v; den vorlaufigen Spielwert s*(v;) kennen, kann s*(v) durch max{s*(v),s*(v;)} ersetzt
werden, da an Max-Knoten s(v) > s(v;) > s*(v;) gilt. Fiir Min-Knoten kann s*(v) durch
min{s*(v), s*(v;)} ersetzt werden.

Der Rechenzeitgewinn entsteht in folgenden Situationen:

— Sei v Max-Knoten und der Min-Knoten v; ein Kind von v. Falls s*(v;) < s*(v), muss
der Teilbaum mit Wurzel v; nicht weiter betrachtet werden.

— Sei v Min-Knoten und der Max-Knoten v; ein Kind von v. Falls s*(v;) > s*(v), muss
der Teilbaum mit Wurzel v; nicht weiter betrachtet werden.

151



Wir zeigen die Korrektheit dieser Behauptungen. Im ersten Fall gilt wegen der Bedingun-
gen fiir die s*-Werte
s(v;) < s"(v;) < s*(v) < s(v).

Die korrekte Berechnung von s(v;) vermehrt unser Wissen nicht, denn wir kennen bereits
die untere Schranke s*(v) fiir s(v). Die zweite Behauptung folgt analog.

An einem kleinen Beispiel (siehe Abbildung 5.11.1) wollen wir die Vorgehensweise er-
lautern. Das wahre Einsparungspotenzial wird natiirlich erst bei der Betrachtung grofler
Baume deutlich.

V1 Alice, also Max-Knoten
Vg V3 Uy Bob, also Min-Knoten
Vs Vg U7 Vg Vg V10 Alice, also Max-Knoten
2 1 6 1 8 3 5 2 3 4 2 6

Abbildung 5.11.1: Ein Spielbaum.

Wir bearbeiten den Spielbaum mit einem DFS-Durchlauf. Als erstes wird vs ausgewertet.
Es folgt
s(vs) = 2, Zug 1 an v5 optimal, s*(ve) = 2.

Fiir vg wird der linke Teilbaum aufgesucht, dessen Wert 6 bekannt ist. Also ist
s*(vg) = 6.
Da s*(vg) > s*(v2), muss der Teilbaum mit Wurzel vg nicht weiter betrachtet werden.
Dies impliziert
s(vy) = 2, Zug 1 an vy optimal, s*(vy) = 2.
Als néchstes wird v; ausgewertet. Dies impliziert

s(v7) = 8, Zug 1 an v; optimal, s*(v3) = 8.

Da s*(v3) > s*(v1), kann der Wert von s*(v;) auf Grund des neuen Wertes von s*(v3)
nicht verdndert werden. Die Betrachtung des ersten Kindes von vy fiihrt zu

s*(vg) = 5,

aber zu keiner Verdnderung von s*(vs).
Die Betrachtung des zweiten Kindes von wvg fiithrt zu

s(vg) =5, Zug 1 an vg optimal, s(v3) =5, Zug 2 an vz optimal, s*(v;) = 5.
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Nach Auswertung von wvg folgt
s(vg) = 4, Zug 2 an vg optimal, s*(vy) = 4.

Da s*(vg) < s*(v1), muss der Teilbaum mit Wurzel vy nicht weiter analysiert werden und
es 1st
s(v1) = b, Zug 2 an v; optimal.

Bei optimaler Spielweise wahlt Alice Zug 2, dann Bob Zug 2 und schlieSlich Alice Zug 1.
Dann zahlt Bob Alice 5 Euro. Vielleicht sollte Bob gar nicht spielen. Andererseits spielen
wir auch Schach mit schwarzen Figuren, obwohl es vielleicht fiir Weif3 eine Gewinnstrategie
gibt.

Die Grole der Einsparungen héngt davon ab, in welcher Reihenfolge wir die Kinder be-
trachten. Ohne Vorwissen ist es giinstig, die Reihenfolge zufillig zu wéhlen. Mit Vorwissen
sollten die hoffnungsvollsten Ziige zuerst betrachtet werden.

5.12 Randomisierte Suchheuristiken

Die von uns bisher entwickelten effizienten Algorithmen basieren auf einer Strukturanaly-
se des betrachteten Problems. Wir wollen uns nun noch der Situation zuwenden, in denen
eine solche Strukturanalyse nicht moglich ist. Dies kann an mangelnden Ressourcen (Zeit,
Geld, algorithmische Kenntnisse) liegen, aber auch daran, dass Informationen iiber das
Problem fehlen (Black Box Optimierung). Das zweite Szenario tritt insbesondere bei der
Optimierung technischer Systeme auf. Es gibt dann n freie Parameter, die eingestellt wer-
den kénnen. Das Verhalten des Systems wird durch die Parameterbelegungen beeinflusst,
aber der direkte Zusammenhang, also die zu optimierende Funktion, ist nicht bekannt,
da das System vielleicht zu komplex ist. Wir kénnen Wissen iiber das System nur erlan-
gen, indem wir Parameterbelegungen wéhlen, das Verhalten des Systems beobachten und
daraus einzelne Funktionswerte gewinnen.

Dies konnen wir folgendermaflen modellieren. Die zu maximierende Funktion f : S — R
ist unbekannt, aber der Suchraum S ist vorgegeben. Wir haben uns hier auf diskrete
Probleme spezialisiert, der Fall S = {0,1}" und damit der Fall pseudoboolescher Funk-
tionen ist dann der wichtigste Fall. Beim TSP ist jedoch der Suchraum die Menge aller
Permutationen auf {1,...,n}. Wir konnen nun den ersten Suchpunkt a; € S wéhlen und
erhalten den Wert f(aq). In der allgemeinen Situation kennen wir bereits die Suchpunkte
ai,...,a;_1 und ihre Funktionswerte (Fitnesswerte) f(aq),..., f(a;—1). In Abhéngigkeit
von diesem Wissen wihlen wir den t-ten Punkt a; und erhalten den Wert f(a;). Wenn
wir die Suche abbrechen, kénnen wir den besten ausgewerteten Suchpunkt a; als Losung
verwenden. Natiirlich kann in diesem Szenario globale Optimalitit nicht gewéhrleistet
werden. Die Frage ist, welche Suchstrategien in wichtigen Féllen ein gutes Ergebnis in
ertriglicher Zeit liefern. Suchstrategien beschreiben, wie fir (ay, f(a1),..., a1, f(ai-1))
der néchste Suchpunkt a; gewéhlt wird. Bei so schlechter Informationslage kénnen wir nur
von randomisierten Suchstrategien (oder Suchheuristiken) ein gutes Verhalten erhoffen.
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An dieser Stelle unterscheiden wir allgemeine Suchheuristiken, die gar keine Kenntnisse
iiber f voraussetzen, aber ein gutes Verhalten fiir viele typische Probleme haben sol-
len, und problemspezifische Suchheuristiken, bei denen einige Module auf die vorliegende
Situation zugeschnitten sind.

Praktisch alle Suchheuristiken beginnen mit einer Informationsreduktion. Von den be-
reits ausgewerteten Suchpunkten werden nur einige abgespeichert, alle anderen werden
,vergessen“. Oft wird nur ein Suchpunkt (der aktuelle Suchpunkt oder das aktuelle Indi-
viduum) fiir die Auswahl des néchsten Suchpunktes gespeichert (wobei im Hintergrund
stets der beste bisher gesehene Suchpunkt gespeichert wird). Ansonsten ist es eine Menge
von aktuellen Suchpunkten (die aktuelle Population) vorgegebener Grofie. Die Initialisie-
rung erfolgt mangels Vorwissen meistens rein zuféllig. s konnen aber auch aus anderen
Betrachtungen bekannte vermutlich gute Suchpunkte beriicksichtigt werden.

Bei der Suche ist es sicher sinnvoll, in der Néhe von guten Suchpunkten zu suchen, aber
auch zu sichern, dass man aus lokalen Optima herauskommt.

Die lokale Suche arbeitet mit einem aktuellen Suchpunkt und erzeugt jeweils zuféllig
einen Nachbarn und wertet diesen aus. Es ist aber notwendig, einen sinnvollen Nachbar-
schaftsbegriff zu haben, in {0,1}" ist der Hammingabstand ein natiirliches Distanzmaf}
und Nachbarn sind alle Punkte, die vom aktuellen Suchpunkt einen durch d beschrankten
Hammingabstand haben. Der neue Suchpunkt verdréngt den aktuellen Suchpunkt, wenn
sein f-Wert mindestens so grofl wie der f-Wert des momentan aktuellen Suchpunktes
ist. Auf diese Weise werden lokale Optima allerdings nicht verlassen. Dies kann jedoch
durch eine Multistartstrategie ausgeglichen werden. Wenn iiber einen bestimmten Zeit-
raum keine (oder keine geniigend grofie) Verbesserung des Fitnesswertes eingetreten ist,
wird der aktuelle Suchpunkt durch einen zufélligen Suchpunkt ersetzt. Natiirlich konnen
die verschiedenen Suchléufe auch unabhéingig und gleichzeitig erfolgen.

Wir wollen eine recht erfolgreiche lokale Suchstrategie, das k-Opting, fiir das TSP als
Beispiel konkret ansprechen. Die aktuelle Rundreise wird an k zuféllig gewéhlten Stellen
aufgeschnitten und die k entstandenen Teilstiicke werden in zufélliger Reihenfolge wieder
zu einer Rundreise zusammengesetzt.

Auch der Metropolis-Algorithmus arbeitet mit nur einem aktuellen Suchpunkt und lokalen
Umgebungen. Um lokale Optima zu verlassen, werden auch Verschlechterungen nicht aus-
geschlossen. Ein in der Nachbarschaft des aktuellen Suchpunktes zufillig gewéhlter Such-
punkt kann den aktuellen Suchpunkt auch dann verdrangen, wenn sein f-Wert schlechter
ist. Fiir einen Parameter 7' verdringt der neue Suchpunkt 2’ den aktuellen Suchpunkt x
mit Sicherheit, wenn f(2') > f(z) ist, und ansonsten mit Wahrscheinlichkeit

e~ (F@)=f(a)/T

Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit wird also durch den Parameter 7" und die Fitnessdiffe-
renz f(z) — f(2') gesteuert.

Natiirlich ist es wichtig, T , geeignet® zu wéhlen. Intuitiv sind wir zu Beginn der Suche
eher bereit, andere Gebiete des Suchraumes zu untersuchen, auch wenn dafiir zuerst Ver-
schlechterungen akzeptiert werden miissen. Am Ende hoffen wir in der Néhe eines sehr
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guten Suchpunktes zu sein und wollen lokal optimieren. Dies legt es nahe, die so genannte
Temperatur 7" in Analogie zur Herstellung besonders reiner Kristalle (Annealing) in ge-
eigneter Weise abzusenken. Der Wert T" = oo beschreibt eine zufillige Suche, bei der jeder
neue Suchpunkt akzeptiert wird, wahrend 7" = 0 der lokalen Suche entspricht. In dieser
Situation haben wir die Entscheidung zu treffen, wie die Anfangstemperatur gewéhlt wird
und wie sie abgesenkt wird (nur abhéngig von der Zeit oder auch von der Entwicklung der
f-Werte). Natiirlich konnen diese Strategien ebenfalls die Option von Multistarts nutzen.

Eine andere Option, lokale Optima verlassen zu konnen, besteht darin, den néchsten
Suchpunkt nicht nur in der Néhe zu suchen. Auf dem Raum {0,1}" hat sich folgen-
der Verdnderungsoperator (Mutationsoperator) bewahrt. Fiir einen Wert p, der von n
abhéngen darf, wird 2’ aus x auf folgende Weise gebildet. Die Bits 2,1 < i < n, werden
unabhéngig voneinander erzeugt. Fiir jedes 7 ist

Prob (z; =x;) =1—p

und somit
Prob (2 =1—x;) =p.

Die einzelnen Bits werden mit Wahrscheinlichkeit p ,,geflippt®. Der Standardwert ist
p = 1/n. Die Anzahl geflippter Bits ist binomialverteilt zu den Parametern n und p.
Die erwartete Anzahl geflippter Bits betrégt np und ist somit im Fall p = 1/n genau 1.
Die Binomialverteilung fiir konstantes A = np, hier A = 1, kann gut durch die Poissonver-
teilung approximiert werden. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, genau £ Bits zu flippen,
ungefihr e~ /k!. GroBe Spriinge sind also moglich, aber wenig wahrscheinlich. Wenn der
Hammingabstand zwischen x und 2’ genau d ist, betrigt die Wahrscheinlichkeit, z’ aus x
zu erzeugen, p?(1 — p)"~¢, und fiir p = 1/n also (1/n)%(1 — (1/n))"~¢ > (1/n)% 1. Dieser
Suchalgorithmus wird (141)-evolutionérer Algorithmus genannt und ist in Kombination
mit der Multistartstrategie recht erfolgreich.

Allgemein arbeiten evolutionére Algorithmen jedoch mit Populationen, die aus mehr als
einem Individuum bestehen. Die (u + \)-Strategie hat eine Populationsgrofie von p und
erzeugt in einer Phase (Generation) A neue Suchpunkte (Individuen, Kinder) durch Mu-
tation. Die Auswahl, welche aktuellen Suchpunkte wieviele Kinder erzeugen, erfolgt in
Abhéngigkeit von den Fitnesswerten (dafiir gibt es viele Strategien). Die neue Population
wird durch Auswahl von p aus den nun bestehenden p + A Individuen getroffen. Neben
der Wahl der p Individuen mit den grofiten f-Werten (survival of the fittest) gibt es auch
Strategien, die Individuen mit gréfleren f-Werten nur bevorzugen.

Populationen sind nur sinnvoll, wenn sich ihre Individuen auch geniigend unterscheiden,
die Population also eine ausreichende Diversitdt hat. Andererseits hat die fitnessbasierte
Auswahl die Tendenz, Suchpunkte mit hohem f-Wert und deren Kinder, die wieder in der
Néhe liegen, zu bevorzugen. Dies fithrt zur Klumpenbildung (oft formal ungenau vorzeitige
Konvergenz genannt) und hebt den Vorteil von grofileren Populationen faktisch auf. Man
hat dann nur den Nachteil der Verwaltung grofierer Populationen, ohne den potenziellen
Nutzen groflerer Populationen zu haben. Die so genannten (u, A)-Strategien versuchen
dem zu begegnen, in dem A > p Kinder erzeugt werden und bei der Auswahl der neuen
Population nur die A Kinder betrachtet werden.
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SchlieBlich konnen Populationen dazu verwendet werden, neue Individuen in Abhéngigkeit
von mehreren Elternteilen, meistens genau zwei, zu erzeugen. Es seien also x und y zwei
aktuelle Individuen, aus denen als Elternpaar (z,y) ein Kind z erzeugt werden soll. Dazu
dienen so genannte Kreuzungsoperatoren. Wenn benachbarte Bitpositionen auch einen
inhaltlichen Zusammenhang ausdriicken, sind Einpunkt-Kreuzungen (one point crossover)
angemessen. Es wird die Schnittposition i € {1,...,n — 1} zufillig gewdhlt und z durch

21 = X1y 32 = Ly Zg1 = Yitly---32n = Yn

definiert. Ansonsten sind gleichméBige Kreuzungen (uniform crossover) die bessere Wahl.

Falls x; = y; ist, wird z; = x; = y; gesetzt und ansonsten erhilt z; jeweils mit Wahrschein-
lichkeit 1/2 den Wert 0 oder 1.

Neben den hier vorgestellten wesentlichen Strategien gibt es eine Unzahl von Alternativen.
Es stellt sich daher die Frage, wie wir die verschiedenen randomisierten Suchheuristiken
bewerten. Man kann nachweisen, dass keine dieser Heuristiken universell besser als die
anderen ist. Dies entspricht ja auch gar nicht einem verniinftigen Ziel. Wir erhoffen ja eher,
dass die verschiedenen randomisierten Suchheuristiken auf verschiedenen Funktionen gut
sind. Wir konnen dann eine Intuition entwickeln, wann welche Heuristik angemessen ist
oder auch verschiedene Heuristiken benutzen und das beste erzielte Ergebnis benutzen.

Lassen sich randomisierte Suchheuristiken iiberhaupt analysieren? Welcher Typ von Er-
gebnissen ist moglich? Wir kénnen uns eine fiir uns interessante Funktionenklasse auswéh-
len und zeigen, dass eine bestimmte randomisierte Suchheuristik mit einer Wahrschein-
lichkeit von 1 — o(1) in t(n) Schritten eine Losung mit Giite 1 4 €(n) berechnet. Ein
Beispiel dazu: Der (141)EA findet sogar das Optimum einer unimodalen Funktion (jeder
nicht optimale Suchpunkt hat einen besseren Hamming-Nachbarn) mit b verschiedenen
Funktionswerten in einer erwarteten Zeit von O(nb), fiir affine Funktionen betrigt die
erwartete Optimierungszeit O(nlogn). Wir werden diese Ergebnisse hier nicht beweisen.
Randomisierte Suchheuristiken lassen sich durch stochastische, meist sogar markoffsche
Prozesse auf dem Suchraum beschreiben. Diese stochastischen Prozesse miissen analysiert
werden. Die Aussagen helfen uns in folgender Weise. Wir erhalten bewiesene Aussagen fiir
Funktionenklassen, die in Anwendungen vorkommen. Dariiber hinaus kénnen wir hoffen,
dass die Aussagen fiir Funktionen, die sich von einer Funktion der betrachteten Klasse
nur wenig unterscheiden, in dhnlicher Weise gelten. In jedem Fall ist die Analyse rando-
misierter Suchheuristiken ein spannendes Forschungsgebiet, das noch immer am Anfang
steht und in dem in naher Zukunft viele Ergebnisse zu erwarten sind.
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